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Theorie der periodischen cubischen Transformationen 

im Räume Bs. 

Von S. Kantor. 



Es gibt von cubischen Transformationen im Bg , die auch im zweiten Räume 
cubisch sind, drei verschiedene Arten : 1. die Mi haben einen gemeinsamen 
Doppelpunkt 0, 2. die M^ haben eine gemeinsame Doppelgerade w, 3. die M^ 
haben keine gemeinsamen Singularitäten und besitzen eine gemeinsame Cg, p = 3 . 
Jene der 1. Art sind Particularfälle von 3. bis auf jene, welche eine Curve Cg 
mit CP gemeinsam haben oder eine Degeneration dieser Curve. Diese letzteren 
sowie die der 2. Art werden systematischer in einer anderen Arbeit zu behandeln 
sein. Es bleibt also die Transformation der 3. Art nebst sämmtlichen, welche 
sich nur dadurch von ihr unterscheiden, dass die Curve c^ in irgend einer geo- 
metrisch zulässigen Weise degenerirt ist. Diese sind zahlreich und müssen hin- 
sichtlich der Periodicität einzeln behandelt werden, verdienen aber wohl eine 
solche Behandlung, da die Ausbeute an periodischen Characteristiken, zu denen 
sie führen, allein schon von fundamentaler Bedeutung und die geometrische 
Construction von hohem Interesse ist. Das Folgende ist bestimmt, den allge- 
meinsten und den speciellsten Fall zu erledigen. Wie der letztere den ersteren 
an Umfang der Resultate weitaus überragt, ist dabei merkwürdig zu verfolgen. 

Gap. I. — Die allgemeinste cuhische Transformation. 

1. Die fundamentalen linearen Substitutionen* derselben sind, wenn mit 
«, X die Ordnung und Vielfachheit in c^ für eine M^ bezeichnet werden und mit 
V, ^ Ordnung und Anzahl der Stützpunkte auf Cj für eine Mi : 
n'=Sn — Sx, .jx v' = 3v — ^, ^^^ 

x'= n — 8x, ^ ^ e = 8v — S^. ^ ^ 

* Bezüglich dieses Ausdruckes cf. Cr. J., Bd. CXIV, p. 50. 
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Die Substitutionen (1) lassen ungeändert die Formen n^ — 8x* und n — 2x, 
(2) aber tf — x^ und 3n — x. Die Singularitätencomplexe n = 4s , a; = s sind die 
einzigen invarianten durch (1), die Complexe v = s, ^= 2s die einzigen invari- 
anten durch (2). 

Theorem I. — Von den Gharaxiteristihen der Transformation (cg , Cg)^ ist leeine 
periodisch ausser {cd^ u. zw. vom Index 2. 

Denn bereits die Verkettung Cg in c^ liefert : Ebene in .^3(0') in Fci{cl^c) in 
•^19 (c'*c') in F^{d^''c^) in. F^i . . . . und das allgemeine Glied der Ordnungsreihe ist 
2s* + 1 . Auch ist die char. Function der zugehörigen linearen Substitution 

2. Um die wirklichen Transformationen mit {cd) zu untersuchen, ist nöthig, 
zu fragen, in wie weit es möglich sei, dass die beiden Fundamentalcurven c, c' 
einer Transformation coincidiren. 

Hiezu ist es nützlich, Cg auf eine ebene Curve Gip=-^ eindeutig abzubilden, 
etwa eben durch eine T-=. (cg, Cg)^, deren Fundamental — Cg die O^ in 6 Punkten 
trifft. Die Trisekanten bilden sich durch jene Tripel ab, welche mit 6 festen 
Punkten a^, . . .a^ der Gi die Basis eines Büschels von C3 bilden. Alle Sextupel 
eines linearen Systemes (Involution) 3. Stufe, i« führen zu demselben Tripel- 
systeme. Dass ein Punkt 1 in drei Tripeln enthalten ist, beweist man, indem 1 
mit «1 . . . . ag als Fundamentalpunkte einer involutorischen Transformation 
©2 (af . . . . al 1^) genommen werden, worin G^ sich in eine Curve der Ordnung 

4.8 — 7.3 = 11 mit l*af a\ verwandelt, welche G^ in (4.11 — 7.4 

— (6.4 — 7. 2)): 2= 3 involutorischen Paaren schneidet. Hieraus entsteht 
ferner eine eindeutige Beziehung unter den Tripeln und den Punkten von C4. 
Denn die Cg des Büschels durch 123 schneiden Gi in Punktetripeln, welche mit 
einem festen Punkte R alineirt sind, dem Oegenpunkte von 123 a, .... ag. Dass 
123 durch B eindeutig bestimmt ist, folgt daraus, dass drei mit R alineirte 
Punkte und a^ . . . . «g eine einzige Cg bestimmen, welche (74 in 1, 2, 3 schneidet. 
I. A. kann eine weitere eindeutige Beziehung der Tripel zu den Punkten nicht 
vorhanden sein, da diese eine ein-eindeutige Correspondenz unter den Punkten 
bedingen würde. Also : 

Theorem II. — Unter den PunMen und Trisekanten der Cg besteht i. Ä. eine 
einzige eindeutige Beziehung E, welche einfach aus der Erzeugung einer G^ mittelst 
Stralbüschel vmd dazu projectivem Gg-Büschel hervorgeht, wenn die G3 gezwungen sind, 
durch 6 feste Punkte von G^ zu gehen. 
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Seien 123, 12'3', 12"3" drei Tripel des Systemes. Dann geht durch 
123 1'2'3', .... je eine ö^ und also müssen 2'3' und 2"3" oder 23 und 2"3" oder 

23 und 2'3' je mit dem Gegenpunkte von 123, 12' 3', 12" 3" (und a^ a^ 

alineirt und demnach 23, 2'3', 2"3" die Seiten eines in C4 eingeschriebenen 
Dreieckes 456 sein. Man bemerke nun aber, dass 4 der Gegenpunkt von 123 
und also derselbe ist, wenn man von 2, 3 ausgehend die beiden anderen je 2, 3 
enthaltenden Tripel construirt hätte. Daher : 

Theorem III. — Die eindeutige Beziehung E unter den Pvmkten und Triseleanten 
ist auf folgende Weise deßnirt. Von jedem Stützpunkte einer. Trisekante gehen zwei 
weitere Trisekanten aus, deren Ebene die O^ in einem 6. Punkte schneidet. Dieser 
Punkt ist f v/r alle drei Ebenen der gleiche und der Trisekante entsprechende Punkt. 

Bin anderer Beweis desselben Theoremes : Es sei Cg Fundamentalcurve von 
T, P ein Punkt von Cg, T^, %, Tg die Ebenen durch je zwei Trisekanten aus P. 
Der Ti entspricht eine M^ mit PiP% auf der dem P entsprechenden Trisekante von 
Cg und die daher die 2 weiteren von P{, P| ausgehenden Paare von Trisekanten 
Ö'iS'i'» ö'aS'a' enthält, deren Ebenen T^, T^ seien. Jede dieser schneidet M^ in einer 
weiteren Geraden. Wenn aber nicht die Schnittpunkte von F^ und Cg mit denen 
von Tl und Cg theilweise zusammenfallen, so müssen die beiden Schnittgeraden 
in die Schnittlinie von Ti Tl fallen. Es müssen also auch die Schnittpunkte von 
Tl, % mit Cg zusammenfallen. Ebenso wird die Ebene % der Trisekanten g'^g'^' 
des 3. Stützpunktes von g durch diesen Punkt, P', gehen, 

3. Auf Gi war aus 1 das Tripel 456 abgeleitet. Aus 2 entsteht auf dieselbe 
Art ein Tripel, welches ebenfalls 4 enthält und so aus 3. Da aber 4 der Gegen- 
punkt eines einzigen Tripels 123 ist, können nur drei entstehen und die Tripel 456 
bilden also ein System vom 3. Grade. Auch für dieses besteht eindeutige Bezie- 
hung zu den Punkten 1, wie man sieht, wenn man die Seiten von 456 mit (7^ 
schneidet, üeberdies führt das Tripelsystem 456 durch dieselbe Construction 
wieder zum Tripelsysteme 123 zurück. Denn die 3 Tripel, welche 4 enthalten, 
haben ihre Gegenseiten vermöge dem Gesagten auf 23, 31, 12 und das von 
diesen gebildete Dreieck ist also 123. Die beiden Tripelsysteme stehen denn in 
umkehrbarer Beziehung und es folgt : 

Theorem lY. — Die Ebenen des Trieders der Trisekanten, welche von einem 
Punkte P der Cg ausgehen, schneiden Cg in 3 Punkten. Diese Tripel bilden ein den 
Punktetripeln der Trisekanten analoges System und die Beziehung unter P wvd dem 
T)4jpel ist eine eindeutige. Drei Tripel, welche denselben Punkt P' enthalten, entstehen 
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aus den Triedern dreier Punkte P, die in einer TriseJcante enthalten sind, jener, 
welche dem P entspricht. 

In der Ebene folgt ferner, dass sämmtliche Dreiecke des 1. und 2. Systemes 
eine einzige Curve 12. Cl. umhällen. Das abgeleitete Tripelsystem entsteht aus 
den Sextupeln einer I^ ganz wie das gegebene. Ich behaupte, dass aus 123 
nebst einem mit 4 alineirten Tripel als Sextupel das 2. Tripelsystem, zunächst 
456, abgeleitet werden kann. In der That bestimmen 4 und das abgeleitete 
Tripel eine Gerade, 56 und 23 eine andere und 1 bestimmt oo^ Geraden. Da 
aber 123 und das mit 4 alineirte Tripel in einer Cg durch ai , . . . a^ sind, so folgt : 

Theorem V. — Die beiden Sextupelsysteme 3. Stufe in 0^, aus welchen die beiden 
Tri/pelsysteme entstehen, sind residual für den Schnitt mit Ourven 3. Ordnung. 

Unter den Tripeln des Systemes ist auch das Schnittpunktetripel von O^ mit 
(«1 .... «5)* und den 5 analogen. Daher : Wenn man durch irgend ein Tripel 
123 des Systemes einen Kegelschnitt legt, welcher in 5 Punkten schneidet, so 
bestimmen diese 5 Punkte mit dem in E entsprechenden Punkte 4 ein Sextupel 
des Basissystemes. So entstehen alle 00^. c»^ = go' Sextupel.* Nimmt man nun 
«1 . . . . ag als Fundamentalpunkte der Abbildung einer M^, so wird Cg 6 der 
Geraden von Mi 3-punktig, 6 1 -punktig, 15 2-punktig schneiden und es folgt: 

Theorem VI. — Durch Cg wnd eine Trisehante g gehen noch Qo^if|. Die g in 
diesen ao^ Doppelsechsen zugeordneten emfach schneidenden 00 ^ Geraden gehen sämmt- 
lich dxji/rch denselben Punkt von Cg , welcher jener Trisehante in E entspricht. 

Bemerken wir endlich noch, dass die beiden Sextupelsysteme auf Cg erscheinen 
als die Schnitte mit qo ^-Systemen von Mi:f 

4. Sechs Trisekanten, welche eine Sechs einer Mi durch Cg bilden, werden 
durch E nicht 6 Punkte in einer Ebene entsprechen. Denn nimmt man ai . . . . a« 
als Bilder der einfach schneidenden Sechs, so müssten die den Tripeln auf 
(ctj . . . .a^y u. analogen entsprechenden 6 Punkte mit ai . . . . ag in einer O3 sein, 
Gi müsste in «i . . . . «g von einer O3 berührt werden. Die /| müsste mit ihrer 
residualen übereinstimmen. 

* Die Mannigfaltigkeit der oo^ Kegelschnitte, welche aus den Sextupeln zu bilden sind, enthält also 
00 1 lineare iJa. 

tin der Abbildung sind auch die Quadrupel erkennbar, zu welchen man durch die Erzeugung der 
Cß mittelst Systemen von Gorrelationen gelangt. Die Tetraeder werden abgebildet durch die aline- 
irten Punktquadrupel der C4, und sind deflnirt duroh die Eigenschaft, dass ihre Seitenflächen durch 4 
Trisekanten gehen. Jede Ebene durch eine solche schneidet e« in 8 Punkten, von deren Verbindungs- 
linien jede noch eine Trisekante trifft und mit dieser eine Ebene bestimmt, welche alle drei durch 
demselben Punkt von e« laufen. 
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Theorem YII. — Wenn eine c^, welche keine 1 — 1 deutige Punkt- Punktcorres- 
pondenz zulässt, als Cg und Cj einer cuhischen Transformation erscheint, ist diese 
involutorisch und Cg eine Kegelspitzencurve. 

Denn T muss dann £1 nach beiden Richtungen enthalten. Sie ist aber 
durch E vollkommen bestimmt, da durch 3 Trisekanten eine Mi des oo''-Systemes 
geht, welcher die Ebene durch die drei nach E entsprechenden Punkte von Cg 
wird entsprechen müssen, ist also involutorisch. 

In dem oo^ Systeme von Correlationen wird jedes der gemeinsamen Tetraeder 
eines Büschels sich selbst conjugirt sein müssen, weshalb alle oo^ Correlationen 
Polarsysteme sein müssen. Gleichzeitig folgt : 

Theorem VIII. — Unter den Ourven c^p=3 auf einer M^ sind Kegelspitzen- 
curven diejenigen, welche ihre einfache Sechs in 6 Punkten einer Ebene treffen. 

Um nach dem oben Gesagten in der Abbildung einer M^ die G^ zu constru- 
iren, welche in 31^ Kegelspitzencurven liefern, hat man also O3 durch «i . . . . «g 
zu construiren, in welchen % und der 6. Schnittpunkt mit (0,1 ... . a^y con tan- 
gential sind. Nimmt man den Tangentialpunkt t a priori, so schneidet die 
(74(03 ... . agt^). Ort der Berührungen aus t an die (7g durch t, die (a^ . . . . a^Y 
in 3 weiteren Punkten, welche O3 der gewünschten Art liefern. Zu jeder solchen 
O3 gehören oo^ sie in ai . . . . a^ berührende d, welche Kegelspitzencurven in Mi 
liefern. 

5. Theorem IX. — Wenn c , d Fundamentalcv/rven einer cubischen Transforma- 
tion sind, so sind sie in eindeutiger Punkt- Punktcorrespondenz, welche nur dann in 
einer Gollineation enthalten ist, wenn g' Kegelspitzencurve ist. 

Denn ein Punkt P von c entspricht eine Trisekante von c' und diese in E 
einem Punkte P von d ; hierauf ist VII anwendbar.* 

Theorem X. — Wenn c eine Kegelspitzencurve ist, wird auch d eine Kegelspitzen- 
curve. 

Denn T zusammengesetzt mit der aus VII hervorgehenden Transformation 
liefert eine Gollineation, welche c in c' überführt. 

öorollar. Wenn c eine Pentäedercurve ist, ist auch d eine Pentaedercurve. 
Eine solche hat als Bild eine G^, welcher 00 1 einer G^ umgeschriebene Fünfseite 
eingeschrieben sind. 

* Von den oo^* existirenden c, kann jede nur mit 00^« zu c, c' verbunden werden. Die Jfig geht 
durch das Element Cj selbst nicht, ausser wenn es der M^i angehört, welche die Kegelspitzencurve 
repräsentirt. 
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6. Wir sahen oben, dass wenn II in O4 ein, also nur Berührungsse xtupel 
enthält, Cg Kegelspitzencurve ist und es fallen nun das 1. und 2. Tripelsystem 
zusammen. Also : 

Theorem XI. — Für die Kegelspitzencurve besteht die Eigenschaft, dass die 
Ebenen der TriseJeanten, welche aus einem Punhte P der Cj ausgehen, Cg in 3 Punkten 
Pij P%i P3 schneiden, welche in einer TriseJcante sind u. zw. jener, welche P in E 
entspricht. 

Werden also von P aus diese Ebenen und die drei aus III gezogen, so 
erhält man zwei Trieder, deren Seiten sich in PPi, PPz, PP3 schneiden, deren 
Kantenpaare also Ebenen durch eine Gerade p bestimmen, wo p Polare der 
Ebene PP^P^P^ bezüglich des Kegels mit der Spitze in P. 

6. Eine eindeutige Correspondenz unter den Punkten von Cg bildet sich auf 
Oi in eine eindeutige Correspondenz ab, welche also stets in einer Collineation 
enthalten ist. Soll nun Cj eine T=-{c^, c'^^ gestatten, so müssen je 6 Trisekanten 
einer Mi durch Cg 6 Punkten einer Ebene entsprechen, die Correspondenz muss 
ßi . . . . ag (welche durch E den Schnittpunktetripeln der Gi mit (a^ . . . , a^^ u. 
analogen entsprechen) in 6 Punkte verwandeln, welche mit a^ .... «g in einer O^ 
sind. Die Collineation in G^ muss also die 1. II in die 2. und folglich die 2. in 
die 1. überführen. Also führt sie auch das 1. in das 2. Tripelsystem über und 
umgekehrt. Daher : 

Theorem XII. — Einß Cg, welche nicht Kegelspitzencwrve ist, hann nur dann als 
(cd) fü/r eine cubische Transformation dienen, wenn sie eine Correspondenz enthalt, 
welche die Pwiktetripel der TriseJeanten in die Tripel des Th. IV überführt und 
reciproh. Sind y solche Gorrespondenzen (2. Art.) vorhanden, so gibt es y Trans- 
formationen {cdy und reciproh. 

Jede Collineation in Cg gibt in G^ eine Correspondenz (1. Art), welche jedes 
der Tripelsjsteme in sich überführt. Zwei Correspondenzen 2. Art geben zusam- 
mengesetzt eine Correspondenz (d. i. in G^ eine Collineation) 1. Art. Die Col- 
lineation 2. Art ist stets von geradem Index. . Für Kegelspitzencurven fallen 1. 
und 2. Art zusammen, also : 

Theorem XIII. — Eine Kegelspitzencurve gestattet so viele Transformationen {cd) , 
als sie Gollineationen in sich gestattet. 

In der That muss die ihr inhärente T= {cdf mit irgend einer anderen 
zusammengesetzt eine Collineation liefern, welche c in sich selbst überführt. 
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7. Die Frage der AuflSndung von {ccff ist nun darauf zurückgeführt, G^ mit 
Collineationeu in sich zu finden, welche aber überdies ein Paar residualer /| 
unter einander vertauschen oder (für XIII) ein System Berührungssextupel in sich 
transformiren. Die G4 mit Collineationen in sich habe ich Acta Math. Bd. XIX 
vollständig angegeben und es kann mit der dort II. Theil §2 gegebenen Methode 
bewiesen werden, dass jede dieser Collineationen ein Paar residualer 7| oder 
eine Berührungs — // in sich überführt, mit Ausnahme jener vom Index 7. 

Theorem XIV. — Es existiren sowohl allgemeine Cg als Kegelspitzencurven, welche 
Gollineationen vom Index 2, 3, 4, 6,9,12 gestatten. Die Gollineation des Index 9 
führt aber nw hei Kegelspitzencurven zu einer T= (cc^y. 

8. Es kann auch die Bedingung für die Existenz von endlichen Gruppen von 
{cc^y mit gemeinsamer (cc^) angegeben werden. Für die Kegelspitzencurve müssen 
Gruppen von Collineationen gesucht werden, welche eine Berührungs — 7f der 
Gi in sich transformiren, oder nach Uebertragung durch die 1, 2 deutige Trans- 
formation, und weil jedes der 56 Systeme p= l, u= 3 sich in Gg durch 6 Punkte 
transformiren lässt, Gruppen von birationalen Transformationen über 6 Punkten 
ttx, . . . . «e welche einen 7. Punkt a, als gemeinsamen Doppelpunkt besitzen 
oder ihn in (a^ai, .... a^y verwandeln. Diese Gruppen sind aus der anderwärts 
gegebenen Zusammenstellung zu entnehmen.* 

Für die allgemeine Cg macht die erwähnte Uebertragung aus den beiden 
Sextupelsystemen Schnittpunktesysteme von Curven G^al , . , . aj mit der Hesse- 
schen Curve der G^ durch «^ . . . . a, und die Transformationsgruppen, welche 
diese unter einander überführen, erweisen sich als dieselben wie vorhin. 

Die Transformation (cc') sowie ihre Gruppen werden in der Gesammttheorie 
als typisch zu bezeichnen sein. 

9. Ich bemerke, dass die if^ durch Cg und eine Curve c^ [p=.g), welche Cg in 
18 Punkten trifft, ein lineares 00^^-System bilden, von dem je 3 sich in 11 
Punkten schneiden. Jene hievon, die 9 willkürliche Punkte enthalten, bilden 
ein co' System des Ranges 2 und können für eine (2, 1) deutige Transformation 
in einen Bg verwendet werden. Die Transformationen {ci^c'i^ übertragen sich 
dann nach B^ in birationale Transformationen und wenn c^ und die 9 Punkte 
invariant sind, in Collineationen. 



* Of. mein Buch : Theorie der endlichen Gruppen von eindeutigen Transformationen in der Ebene. 
Berlin, Mayer & Müller, 1895. 
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10. In jeder involutorischen (cdy sind die Schnittcurven O3 der Ebenen mit 
den entsprechenden 31^ invariant und für die Ebenen durch einen Doppelpunkt 
df müssen sie also daselbst einen Doppelpunkt haben, weshalb die unendlich 
nahen Punkte an d alle sich selbst entsprechen, und für Ebenen durch dt d^. in 
didjc und einen Kegelschnitt durch did^. zerfallen, sodass did^ sich selbst entspricht 
und also Cg zweimal schneidet. Also: Für beide Arten involutorischer {cdy 
schneidet c^Jede der 28 Verhindwngsgeraden der 8 Doppelpunkte zweimal. 

Jede Correlation des die {cdY erzeugenden Systemes hat eine Incidenz — M^, 
die Basispunkte dieses Netzes sind die 8 Doppelpunkte di. Ferner erzeugen die 
Ebenenbüschel mit den entsprechenden Ü^-Büscheln M^ durch Cg und die di. 
Dieses co*-System ist quadratisch und daher in einem linearen 00^-System B^ 
enthalten, welches siuS did^ ein in sich transformirtes lineares Punktepaarsystem 
ausschneiden muss, in welchem did^ oo*-mal als Punktepaar erscheint, so dass es 
00 5-mal erscheinen muss. Alle M^ des R^ gehen durch die c?j. Also : 

Theorem XV. — Durch die 8 Doppelpunkte jeder involutorischen [cdy und die c 
selbst gehen nicht <»*, sondern <x>^ M^. Dieselben bilden ein solches System, wo jede 
M^ durch irgend einen Punkt p nothwendig durch einen 2. Punkt p' geht. 

Dieselben sind sämmtlich invariant, da eine quadratische Mannigfaltigkeit 
unter ihnen nur invariante Elemente enthält. Diese M^ sind aber von allen 
übrigen 00^^ wohl unterschieden* und das genügt, um zu schliessen : 

Theorem XVI. — Die durch T in dem Rxz der M^ durch Cg hervorgebrachte col- 
lineare Involution hat einen R^ und einen R^ als Directrixräume.'f 

11. Die Curve Cg kann, ohne mehr als 7 scheinbare Doppelpunkte zu erhal- 
ten, 1, 2, 3 wirkliche Doppelpunkte annehmen und dadurch p= 2, 1, werden. 
In diesen Fällen kann Cg immer noch Fundamentalcurve der cubischen Trans- 
formation sein und es wird auch Cg 1, 2, 3 wirkliche Doppelpunkte neben 7 
scheinbaren Doppelpunkten erhalten. Theorem I gilt auch dann noch. Wie 
sich die übrigen Theoreme gestalten, auszuführen, würde zu weitläufig sein. 

Oap. IL — Die cubische Reciprokaltrans/ormation. 

Dieselbe ist verschiedentlich aufgetreten : sei es durch die conjugirten 
Punktepaare bezüglich eines Netzes von Mi mit festem Poltetraeder, sei es durch 

* Wenn eine invariante Mi 1 bis 6 Punkte df enthalten soll, so muss sie dieselben zu Doppel- 
punkten haben. 

tDie sämmtlichen involutorischen Transformationen, welche in dieser Theorie auftreten, sind 
solche, welche Stralencongruenzen (nicht immer lineare) in sich überführen. Die sei hervorgehoben 
gegenüber einer allgemeinen (gegentheiligen) unrechtigen Bemerkung eines italienischen Verfassers. 
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die Polarebenen in Bezug auf ein Tetraeder als M^, sei -es durch die linearen 
Systeme linearer Transformationen mit 4 festen Punktepaaren. Eine Erschei- 
nungsform sei noch erwähnt: Die Og mit festem Polvierseit bilden einen Bg, ihre 
Hesseschen Curven gehen durch die Eckpunkte des Vierseites und die Beziehung 
unter diesen zwei Bg ist genau eine cubische Reciprokaltransformation, in welcher 
die 4 dreifach zählenden Geraden und die vier dreieckigen Curven die Haupt- 
elemente sind.* 

Die primitivsten Eigenschaften sind : Eine Ebene ist in eine M^ mit 4 festen 
Doppelpunkten 6i&|6|6| verwandelt; jede Ebene durch einen der 4 festen 
Punkte aj(»= 1 .... 4) entspricht einem Quadrikegel durch hWhih^ in einer 
ternären quadratischen Transformation Q^, also jeder Ebene durch «j««, eine 
Ebene durch &j6j. u. zw. aia^.ai der hihiJ}^. Den Punkten von «i«,, entspricht die 
Gerade hih,^ derart, dass allen Punkten^, unendlich nahe einem Punkte j> von 
«i^fc, die Punkte q unendlich nahe an hih^ und in einer bestimmten Ebene 
durch hih^, nämlich jener, welche der aia^q entspricht, zugehören.f 

Unter den Nachbarpunkten von ai und den Punkten von \ bi b^ besteht die 
erwähnte Q^ ; einer Geraden entspricht eine Og durch bi b^ bg b^ mit durch jene 
Transformationen Q^ bestimmten Tangenten. Das Enthalten von a^ vermindert 
die Ordnung der entsprechenden Curve um 2, zwei entsprechende Curven 
schneiden a^aj und bib^ in gleich vielen Punkten ausserhalb a^, %; bi, b^. 
Hieraus folgen nun die folgenden Theoreme : 

Theorem I. — Die fmidamentalen linearen Substitutionen für die Verwandlung 
der M2 du/rch die Beciprokaltransformation sind 



n' =3« — Xi — a3a - 


-Xg- 


-Xi, 




xi = 2n — »2 - 


-Xg- 


~Xi, 




03^ = 2« — Xi 


-Xg- 


- x^, 




x'g'=.2n — Xi — ajg 


- 


-Xi, 




aj^ = 2n — xi — ajg - 


-«3. 






2/34= n — Xi — Xi 




+ 2/12. 


(1) 


yU= n— xi- 


-Xg 


+ 2/1S, 




2/23= n — xi 


— 


-Xi +yu, 




y'n= n 


-Xg- 


-Xi +yu, 




2/is= n ^ajg 


— 


-Xi +yu, 




2/u= »* —«i^- 


-Xg 


+ 2/23- 





* Dies ist sofort auf den Rr zu verallgemeinern. 

f Die hier folgende Theorie hatte ich bis inclusive ?8 vollständig im Jahre 1884 abgefasst, nur die 
Theoreme I bis XIII rühren aus dem Januar 1888 her. 

2 



10 Kantor : Theorie der periodischen cuhischen 

Hier bezeichnen ^jj die Vielfachheiten, welche die Kanten ata,, für die 
Mz (a^' a^^ al' a'*) besitzen, entsprechend 2/4 für M^'. Die letzten 6 Zeilen 
beweisen sich so: Eine Gerade über bib^ schneidet M' in n' — yi^ Punkten 
und die entsprechende O^ schneidet M in 2n — Xi — Xf; — pi^ Punkten, also 
yL = n'—2n + a?« + «^ + 2/jm = n — Xi — x,, + yi„ . 

Theorem II. — Die fundamentalen linearen Substitutionen für die Verwandlung 
der Ml durch die EeciproJcaltransformationen sind 

n' = 3tt — 2ri — 2Xi — 2^3 — 2Xi — 9i2 — hs ~ hi — 934 — 942 — 923, 

Jj = tt ^2 ^3 ^i ^34 ^42 923 ) 

tg = n Xi Xg ^4 9l3 9l4 934 1 

ij = n — Xi — tg — Xi 9i2 — 9i4 943» 

Xi = XI Xi Xz ^3 9l2 9l3 923 , 

934 ^^ 9l2i 

924 =^ 9l3, 

923 = 9l4> 

9l2 ^^^ 934, 



913 
9l4 



I, 

9a3, 



Hier bezeichnen ^jj. die Anzahlen der Punkte, welche J^" (o^' ag» af' a^«) auf 
der Kante at % besitzt, entsprechend ^4 für il^"'. Die Werthe von x'i ergeben sich 
aus den drei (^ von oben, die letzten Zeilen aus Schnittebenen durch a< %. 

Ich werde die Substitutionen (1), (2), wenn die letzten 6 Zeilen fehlen, als 
die unvollständigen Substitutionen (1), (2) bezeichnen. Die Reciprokaltrans- 
formation wird als (a« ; btf oder (a ; by angeführt werden. 
Theorem III. — Die bilineare Form 

i 
«• n —Yi^i Xi — 22/« 9« (^) 

1 i,k 

bleibt ungeändert, wenn man die n, x, y durch (1), die n, r, ^ durch (2) trans- 
formirt. 

Denn diese Form stellt die Anzahl der Schnittpunkte einer M^ mit einer 
M^ vor und diese Anzahl bleibt durch (a^ ; b^^, also (3) durch (1) und (2) unge- 
ändert. 
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Theorem IV. — Die trilineare Form 

4 

— «' S^/«* y'i^ + 2(** + "'* ) 2/iife 2/4' (4) 

— ^' ^Vik y'iic + 2(**" + *'* ) 2/*» 2/«ft 

6?e»6# wngeändert, wenn auf Jede der 3 Variabeinreihen die linearen /Substitutionen 
(1) angewendet werden. 

Die Form (4) drückt die Anzahl der Schnittpunkte dreier M^, M^', Mf aus, 
welche die bezüglichen Vielfachheiten in a,-, y^^ besitzen. Um sie zu rechnen, 
beachte man, dass für die Schnittcurve von JT"', M^" wird 

n =n<n"-Yy'^,y[i, 

Xi = x{ x't ' — y'(k ViL — yk y'ii — yL yim , 

U = yU {n" ~ x'i' — x'^ + ^j'O i- y'l in — x[ — x'i + y^„) 

und setze in (3) statt n, Xt, '^a diese Werthe. 

Theorem V. — Die Substitutionen (1) lassen die Form 

n' - 3^2^'''^ -Yf + ^SC«'* + «^'^) 2^'* - 2^2'''^ (5) 

Diese Form entsteht, wenn die drei Variabeinreihen in (4) identisch gemacht 
werden, was bekanntlich eine Covariante der trilinearen Form gibt. 

Theorem VI. — Die Substitutionen (1) lassen das Werthesystem n= is, Xi = Xz 
= ccg = »4 imgeändert, ' 

Man überzeugt sich hievon durch Ausrechnung und schliesst : 

Gorollar. Lässt (1) den Singularitätencomplex n, Xf, y^ un geändert, so 
lässt es auch den Singularitätencomplex n — 4, Xi— 2, y^i, — 1 ungeändert. 

Theorem VII. — Die Substitutionen (1) lassen die Form 

{n + l)(n + 2)(n + 3) — ^aJi {^i + !)(«;* + 2) 

+Y,y«c {ym + l)(3a;, + 3»,— 4?/,, + 4) —^JJ^c h^n. + 1)(3«— 2«/,, + 5) - 6 (6) 

ungeändert. 

Dasselbe drückt das 6 fache der Dimension von M^ aus,* also eine inva- 

*Naoh der Angabe von Nöther, Ann. di Mat. V, wenn man daselbst die fct,=:0 setzt. Herrn 
Nöther 's Resultate selbst sind hier sonst nirgends verwendet. 
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riante Zahl. Es folgt hieraus sofort, was man aber eben auch durch directe 
Einsetzung verificirt. 

Theorem YIII. — Die Suhstitviionen (1) lassen die Formen 

2„2_2af, (7) 

An —^Xi (8) 

ungeändert. 

Ein anderer Beweis ist, dass man VI mit dem Singularitätencomplexe 
n. jf«, '^ik was IV schneidet, wo M^' = Mf gesetzt ist. Auch die Polarisirung 
von (5) und (7) nach VI liefert (7) und (8). 

Theorem IX. — Die Substitutionen (1) lassen atich die Fovm^n 

Un -223^— 22/ft, (9) 

n3_ Y/^lß^ (10) 

ungeändert. 

Es folgt auch aus VII durch Zerlegung in die homogenen Bestandtheile. 
Gorollar. Man setzt überdies aus (10), (7), (9) die Form zusammen 

{n + l)(n + 2)(n + 3) -^a^i {^i + ^){xi + 2) +22/«(y..— l)(ya + 1). 
Theorem X. — Die Substitutionen (1) lassen jede der 6 Formen Xi — Xj,, sowie 
^ylc (« — «< — % + 2/iife) ; ^Vih {n — Xi — XT,^ ya)^ ; ^J'«* {Vi^ -\-n — Xi — x^ 

ungeändert. 

Es folgt aus (10) und (5). 

Theorem XI. — Die Substitutionen (1) lassen jede der F<yrmen F(i/n.; n — Xi 
— Xm-{- i/im) ungeändert, wenn F symmetrisch in Bezug auf seine beiden Argu- 
mente ist. 

Denn es wird ya, mit n~Xi — x^-\- y^^ vertauscht. 

Theorem XII. — Die Substitutionen (2) lassen die Formen 

v?-2Yxl, (11) 

2tt— 2^, (12) 

und das Werthesystem n = 4s, r^ = s oder tt = 6s, 9^^ = 2s oder r = 10s, Xi=:-s, 
9<j. = 2s ungeändert. 
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Ebenso bleiben die symmetrischen Formen von ^^j. und 9;^ ungeändert und 
immer gleichzeitig n, Xt und n — 4, Xi — 1 oder n — 6, 9^—2 oder n— 10, 

Zum Schlüsse sollen noch einige geometrische Eigenschaften der Transfor- 
mation angegeben werden. 

Theorem XIII. — Die osculirenden Kegel von Jf| (ftf . . . . 6f ) in bi . . . . 64 
schneiden die Gegenflächen in Kegelschnitten, durch welche eine Mi geht, deren 
Tangentenebenen m 61 .... 64 die GegenfläcTien in Geraden einer Ebene M^ schneidet. 

Ist 2<*i ^k XiXm'=^0 die il/|, so ist ^ßi «& osj a;^ = die M^ und ^aj. a, «^ «i = 

die ifgi. 

öorollar. Die i^ durch aia2a3a4, deren Tangentenebenen in a^, a^, a^, a^ 
die Gegenebenen in 4 Geraden einer M^ schneiden, werden durch die Transfor- 
mation in ebensolche Jf| durch b^, b^, bg, b^ verwandelt. 

Die Mi dieser Eigenschaft bilden innerhalb des Jßg der J^ durch ayO^a^ai 
eine MI, welche auf den ^3 abbildbar ist, sodass die linearen Schnitte der M^ 
durch die Flächen 2. Classe abgebildet werden, welche die 4 Ebenen von 
% ag ag Ui berühren. Die Transformation (a^ ; 6,•)^ welche im B^ der M^ eine Col- 
lineation bewirkt, ruft also eine invariante MI des B^ hervor. — Auch besteht 
unter den dreifach berührenden Ebenen der Jf| und ihren entsprechenden Ebenen 
eine (a^ ; 6j)', welche nach beiden Richtungen dieselbe ist. 

Theorem XIY. — Wenn in einer Transformation mit irgend einer Gharacteris- 
tih eine Mi invariant bleibt, so liefert die stereographische Prqjection der Mi eine 
ebene Transformation 5. Ordnung mit der Gharacteristile Oh. {e^, e^, e^, e^; 
4) ^4) ^5) ^e) nebst (eieDle^e'^) oder (eie^), {eaei), wo die Oharacteristik der ei, e/ gleich 
räumlichen der Oharacteristih Oh{ai, «g, ag, a^; bi, b^, bg, b^) ist. 

Eine Gerade der Ebene hat als Bild auf Mi einen Kegelschnitt ; dieser ver- 
wandelt sich in eine O^ (biblbgbl) durch 0, wenn Of ein Doppelpunkt ist, und 
diese wird in 0^ projicirt, welche 4 Doppelpimkte und in den Fusspunkten der 

*Ich erwähne noch die Theoreme : Wenn eine Ml in den Kanten ckUk Vielfachheiten hat, welche eine 
Consequenz der Xt sind, so haben die adjungirten M^' * in den Oi % Vielfachheiten, welche gleich denen von 
Jtfj sind. • 

Jene Vielfachheiten sind «i -j- % — n, diejenigen von ilfj"* sind % — 3 -f- »» — 2 — (w — 4) 
=: Xi-\- x^—n. Eine Ml, welche in Oiat nur die consequenten Vielfachheiten besitzt, verwandelt sich in 
eine M^ mit ya = 0. 

tFür die Voraussetzung, dass O kein Doppelpunkt ist, welche discutirt werden muss, wenn es sich 
nicht um Oharacteristlken, sondern um Transformationen handelt, sehe man §13. 
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zwei Erzeugenden durch O zwei weitere Doppelpunkte hat. Hiebei wird jede 
Erzeugende in eine Ml verwandelt, welche entweder sie selbst oder die andere 
Erzeugende zweimal trifft, welchem {e^eDie^ey) oder {eie!^{e^e'.^ entsprechen. — 
Eine solche Transformation 5. 0. wird übrigens schon erhalten, wenn man zwei 
entsprechende Flächen 2. 0. aus zwei entsprechenden Punkten stereographisch 
projicirt.* 

Theorem XV. — Die Theorie der Oharacteristiken von (a«; h^)^ ist auch in 
Hinsicht auf Äequivalenz identisch mit der Theorie der ebenen GharacteristiJcen 5. 0., 
welche zwei Paare Fundamentalpunhte {eie'^{e^^) (oder (eie^C^aei)) gemeinsam in 
Ooincidenz haben. 

Ich denke mir nämlich, dass durch die sämmtlichen Punkte der Characteristik 
eine Fläche 2. 0. gehe, welche in sich transformirt wird, obzwar thatsächlich die 
Anzahl er der Punkte > 9 ist, und kann also die Projection der Mi aus einem 
Punkte vornehmen unter Beachtung der Verträglichkeit mit der Natur von 
(a« ; biY. Da wir nur Transpositionen anwenden, welche ebenfalls (a^ ; btY sind, 
so kann gedacht werden, dass auch diese dieselbe Mi invariant lassen und es 
entspricht ihnen also in der Ebene je eine Transposition der 5. 0. Ebenso gilt : 

Theorem XVI. — Die Gruppen von (ui ; biY ^<^nnen genau abgeleitet werden aus 
den Gruppen ebener Transformationen 5. 0., welche dieselben beiden Goincidenzen 
(ci 4) , (^2 e{) oder (ciei) , (e^ e^) besitzen und gemeinsam haben.f 

§2. — Zusammensetzung. Periodische oharacteristiken. Äequivalenz. 

1. Das Problem der successiven Zusammensetzung führt nun sofort zu dem 
Probleme der periodischen Oharacteristiken. Um Oharacteristiken der Substi- 
tutionen (1) zu schreiben, hat man n' dem n entsprechend zu setzen, dann die x' 
mit den cc und die y' mit den y zu verketten. Rein arithmetisch wäre es wohl 
denkbar, sogar die x' mit den y und die y' mit den x zu verketten, sofern nicht 
die Verschiedenheit der Ooefficienten in den anallagmatischen Formen entgegen- 

* Dies gilt jedoch nur, wenn Ml durch keine Kante cd at geht. Wenn sie durch 1, 3, 3, 4 derselben 
geht, erniedrigt sich die Ordnung der Transformation in der Ebene um 1, 3, 3, 4. Dass es nicht erlaubt 
ist, für alle Oharacteristiken die Annahme zu machen, lehrt der Erfolg. Cf. auch die I. Note a. E. 
meines Buches (Berlin, Mayer & Müller, 1895) : Theorie der endlichen Grupp6n eindeutiger Transfor- 
mationen in der Ebene. 

t Es ist aber zu bemerken, dass man in dieser gewissermassen imaginären Ableitung die Fläche 
8. O. auch durch irgend eine abbildbare Fläche ersetzen kann, welche einen durch die Characteristik 
inyarianten Singularitätencomplez besitzt. 
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steht. Damit die Characteristik periodisch sei, ist Döthig, dass die 6< mit den a, 
coincidiren oder verkettet sind. Also können die Fälle, wo hi mit Kanten aia,, 
incident sind, ohne dass sie hiedurch in Fundamentalpunkte des anderen Raumes 
übergehen, nicht periodisch sein. Wir werden also nur die Coincidenz und Ver- 
kettung der Fundamentalpunkte zu untersuchen haben. Die Aequivalenz wird 
mittelst {(Xi ; bif untersucht werden, welche ihre Fundamentalpunkte über der 
Characteristik oder gewöhnlichen Punkten haben und gipfelt in dem Probleme : 
Die Typen anzugeben, welchen alle periodischen Characteristiken durch («jj b^y 
äquivalent sind. 

Zu jeder Characteristik gehören characterisirte lin. Substitutionen (1) und 
(2). Dieselbe ist periodisch, wenn die characteristische Function einfache Ble- 
mentartheiler und nur Einheitswurzeln zu Wurzeln hat (Theorem von Fro- 
benius).* 

Ich anticipire hier ein Theorem, dessen Beweis mit Hilfe der einzelnen 
Typen, welche im §7 aufgestellt werden, geführt werden kann : 

Theorem XVII. — Wenn eine öharacteristiJe von (a^; biY periodisch ist, so sind 
alle Potenzen derselben, welche gleichen Index haben, mit ihr durch Transpositionen 
(ttj ; biY äquivalent, 

2. Um für die vollständigen Substitutionen (1) die Characteristik zu bilden, 
hat man ausser für die Verkettung der a/ mit den x auch für die Verkettung der 
7/4, mit den 2/a zu sorgen. Arithmetisch ist es zulässig, über diese letztere Ver- 
kettung ganz unabhängig von der ersteren zu verfügen, und dadui'ch entsteht 
eine ganz neue und sicherlich eigenartige Reihe periodischer linearer Substitu- 
tionen. Für jene jedoch, welche geometrischen Transformationen entsprechen, 

gilt: 

Theorem XVIII. — Durch die Ooincidenzen und VerTeettungen der Fundamen- 
talpunkte sind die VerTeettungen der Fundamentalgeraden a^a^ vollständig bestimmt. 

Dies folgt daraus, dass die Transformation durch die Fundamentalpunkte 
und ein Paar entsprechender Punkte bestimmt ist, und gleichzeitig : 

Theorem XIX. — Die Oharacteristik ist schon periodisch, wenn auch nur die 
imvolhtändigen Substitutionen (1) periodisch sind. Die vollständigen Substitutionen 
(2) sind periodisch, wenn auch nur die rnivollständigen es sind. 

*Cr. J., Bd. 84 : "Ueber bilineare Formen und lineare Substitutionen." 
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Da die vollständigen (1) eine Determinante haben, die in das Product der 
Determinante der unvollständigen (1) und Pactoren (cc* — 1) zerfällt, so folgt 
XV [II auch aus dieser characteristischen Function. Ebenso gilt, dass die 
characteristische Function der vollständigen (2) sich aus der Determinante der 
unvollständigen und aus Factoren x^ — 1 zusammensetzt. 

Theorem XX. — Die successiven Transformationen irgend welcher Gharacteristih 
hohen ungerade Ord/nungszahlen und gerade Vielfachheitszahlen. 

Denn die Ordnung kann sich nur um Vielfache gerader Zahlen vermindern 
und durch Multiplication mit ungeraden Zahlen vergrössern. Die Vielfach- 
heiten vergrössern sich durch Multiplication mit 2 und vermindern sich um 
Vielfache gerader Zahlen. Dasselbe gilt für die homaloidalen Ourven in den 
successiven Transformationen. 

3. Wie für die quadratischen Transformationen im Ä,f beweise ich auch 
hier : Die Substitutionen (1) und (2) sind stets gleichzeitig periodisch oder nicht. 
Dies v?ird in §7 präcisirt werden. 

4. Die Theoreme aus Cr. J., Bd. CXIV, über die uneigentlichen Cyclen, über 
die Invarianten der Substitutionen, ihre geometrische Bedeutung und über die 
Bedingungen der Aequivalenz gelten auch hier. 

§3. — Die Gharacteristiken ohne Oomcidenzen oder mit («i^i). 

1. Theorem XXL — Die Gharacteristih h^ in ai, b^ in a^, &3 in a^, b^in a^ ist 
aperiodisch. 

1. Beweis. Die successiven Fundamentalsysteme sind : Ebene, (2, 2, 2, . , 
2, . 2.)^ (6, 2, 6, 2, 6, 2, 6, 2)», (12, 6, 12, 6, 12, 6, 12, 6)^ ( .f , (.)",.... Die 
Ordnungsreihe hat als allgemenies Glied 2«^ + 1 . 

2. Beweis. Die characteristische Function der Substitution (1) hat den 
Werthp^(p — 3). 

Theorem XXIL — Alle Gharacteristiken bt in a^, wo die h eine beliebige Permu- 
tation der i bilden, sind aperiodisch. 

Denn die Ordnungen und Vielfachheiten bleiben dieselben wie für ä; = i . 

*Ich werde also die Characteristiken immer nur durch die Fundamentalpunkte bezeichnen. 
t Eendiconti Ist. Lomb. 31. Mai 1894, " Sülle caratteristiche delle trasf ormazioni quadratiche nello 
spazio a r dimensioni." 
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Theorem XXIII. — Mle öharacteristihen ohne Ooincidenzen sind aperiodisch. 

Denn das Theorem für die ebenen Transformationen, dass, wenn man in 
einer aperiodischen Characteristik die Verkettungen erweitert, die Characteristik 
aperiodisch bleibt, gilt auch hier. 

2. Man könnte vermuthen, dass in XXI die nöthigen Reductionen in der 
Ordnung dadurch ermöglicht werden könnten, dass Kanten bi b^ durch Punkte a 
gehen. Eine leichte Rechnung zeigt jedoch, dass es weder hinreicht, ausser der 
Verkettung in XXI noch Incidenz von 6162) ^a^s. &3&4» bibi mit Oi, a^, ag, «4 
anzunehmen, noch etwa («löi) nebst Incidenz von 6g Sg, bgb^, b^b^ mit a^, a^, ai. 
A fortiori ist zu schliessen : 

Theorem XXIV. — Keine aperiodische Oharacteristih Jeann dadwrch periodisch 
werden, dass man Incidenzen von bi b^ mit Punkten ai nachträglich einträgt. 

Auch die Substitutionen (2) stützen diese Behauptung. Denn wenn auch 
die Incidenzen die Ordnungen der Flächen erniedrigen, so tragen sie nicht zur 
Verminderung der successiven Ordnungen der Curven bei, da diese die Kanten 
bi b^. in variabeln Punkten treffen, welche von dem incidenten Punkte verschieden 
sind. 

3. Es ist gewiss, dass die Oharacteristiken mit (aj bi) nicht periodisch werden 
können, wenn nicht die Characteristik der quadratischen Transformation, welche 
dieselben Verkettungen von b^bgb^ mit a^a^a^ besitzt, periodisch ist. Es gilt 
aber auch : 

Theorem XXV. — Die Oharacteristih mit (a^bi) ist periodisch mit demselben 
Index, sobald die quadratische Oharacteristih, welche aus dem übrigen Theile zusam- 
mengesetzt ist, periodisch ist. 

Durch einige Zerlegungen verwandelt man die char. Function von (1) für 
(axbi) in das Product aus (p — 1) und der char. Function von (a^a^ai, b^b^b^y. 

Oorollar. Der Index der cubischen Characteristik ist gleich dem Index 
der quadratischen Characteristik Ch. {a^ a^ a^ ; feg 63 64) , welche ein Bestandtheil 
jener ist. 

Theorem XXVI. — Sind die Ordnungen der successiven Transformationen von 
Oh. [% as «4 ; 62 63 64] »( , so sind die successiven Ordnv/ngen für {ai 61) Oh. \u^ a^ «4 ; 
626364] 2^4 — 1 jni^ (ai6i)^"'~^ und die übrigen Vielfachheiten sind das Doppelte 
der Vielfachheiten für die ebene Oharacteristih. 

Die Transformation von Mf-'^ durch 7' gibt die Ordnung 3 (2ni— 1)— (2«;— 2) 
3 
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— 2^, wenn 2 die für die ebene Characteristik geltende Verminderung ist. Dann 
ist aber Wi + i = 2ni — 2, 2ni^i = 4«j — ^2' ^^^ ^^^ räumliche Ordnung 
2^4 + 1 — 1. Nun gilt die Form für die Zusammensetzung zweier T, also stets. 

Gorollar. Die Absonderungsfläche, welche zu (aj 6i) gehör|, hat die i,Ord- 
nung «i — 1 und die der übrigen Fundamentalpunkte Ordnungen gleich der 
Hälfte der Vielfachheiten. 

Es gibt also 31 isolirte periodische Characteristiken und 9 Classen. Sie 
entstehen durch Verbindung der Characteristiken auf p. 83, Cr. J., Bd. CXIV 
mit (ai hl) . 

Theorem XXVII. — Zwei Oharacteristihen T, T^ mit («i &i) sind äquivdle^it, wenn 
die quadratischen Oharacteristihen R, Bi, welche die Beste bilden, äquivalent sind. 

Denn wird 7' mit (aibi) Q transponirt, wo Q die B, B^ äquivalent macht, 
so erhält man eine Transformation, welche unter den Geraden von («i 6i) eine 
quadratische Transformation hervorruft mit B^ als Characteristik, welche also 
cubisch und 7\ ist. 

Gorollar I. Wenn {B) der CoUineation äquivalent ist, so ist auch ((% 6i), By 
der CoUineation äquivalent. 

Gorollar IL Die Characteristiken (ai&i), B sind reductibel in der Punkte- 
zahl, wenn B in der Punktezahl reductibel ist. 

Gorollar IIL Es gibt ebenso viele typische Characteristiken mit (ttiöi), 
als es typische quadratische Characteristiken in der Ebene gibt. 

Theorem XXV IIL — Die typischen Gharacteristihen mit («i&i) sind: {a-J)ij{Bi^ ; 

(«i&i)A; («i^)^9; («i&i)^i2; («iM^iz; («iMAsi («iM^i5; («i^OAo; 

(ai &i) J?24 ; («1 &i) ^30 ; (aj &i)(a2 h^ 63 in . . . . ai,biin . . . . a^.* 

§4. — Die Gharacteristihen mit {aib^{a^b^ und ihre Derivirten. 

Theorem XXIX. — Die Gharacteristihen («löa), («2&1), 63 w . .. . J™ = a3, b^ 
in . . . . b2=^ a^ sind äquivalent der Gollineation. Der Index ist das hleinste Multi- 
plum von 2 und m + n-}- 2. 

Denn («161), («a&g)) ^3 i^^ • • • «31 &4 in ... «4 war es wegen Ch. (a^a^ai ; b^bsb^) 
und aber durch eine Transposition, welche «j , a^ symmetrisch 'enthält, sodass die 

* Unter den internen Characteristiken seien insbesondere die involutorischen (14, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6)" 
und (38, 13, 18, 18, 13, 18, 18, 13, 13)" hervorgehoben. 
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Vertauschung von Sj , h^ die Transposition nicht beeinträchtigt. Der Index folgt 
aus dem von (aibi), (a^hz). 

Theorem XXX. — Die Oharacteristihen {<h^%)i (%&i)) &3 in . . . . V^' =:■ a^, 
h^in K. . . bf" = ag sind irreductibel in Ordnung und PunJctezahl und vom Index 
2N', wenn N das kleinste Vielfache von mi -\- 1 und Wg + 1 • 

Denn eine Transposition mit «j, a^ würde auch («i^i), («a&g) reduciren, 
welche aber irreductibel ist. Die günstigste Transposition mit % allein wäre 
aibgbgai, welche nicht reducirt. Der Index folgt aus dem von (aibi), {a^b^. 
Da char. Function ist (p— l)2(p™' + i + l)(p"'« + i+ l). 

Theorem XXXI. — Die Characteristileen (a^ b^ , b^ in a^, bg in «g , . . . . sind 
reductibel mit Ghai-acteristiken mit (ai bij . 

Die Transposition {a^bia^bsf liefert* A^ in «g in bib^b^ in B^B^Bi, Äi in 
&i «2 b^ in &| bi bg bi a^ «g in B^ Bi A^ , A^ in aj &i &g in b\ a^ «g &2 ^s h ^^ -^i -^s ^i > ^i ^^ 
ttia^bg in bib^ag in 51^3^.3, also {AgAg, A^B^, A^B^, B^B^f mit B^ in £( 
in .... ,44 in ^3 . 

Theorem XXXII. — Die Gharacteristih {a^b^j, &i in a^, ög ^ra 63 in a^, b^ in b'i 
in «4 ist aperiodisch. 

Die successiven Ordnungen sind s^ — s + 1 — ^ (^-^) ' ^° ^^® Summe zu 
erstrecken ist über alle durch 6 theilbaren ganzen Zahlen <C 2 (s — 1) . 

Theorem XXXIII. — Die Oharacteristihen («i b^, b^ in a^, b^in ag, bgin . . . . «4 
und («i^a), bi in a^, {a^b^, bg in . . . . «4 sind äquivalent je einer Oharacteristik 
des §6. 

Die Transposition {aibia^agy liefert J 3 in Oibia^ in bib^ a^ in Ag, Ai in 
bia^ai in b-ibga^ in A^B^Bg-, A^ in aiijög in 61 6g 03 in ^i^^^g; Ai in »4 in 
616263 in BiB^Bg-, Bi in aia2agin64 in B^A^A^, also (^i-ßi, ^^3. ^2^1. 
^4 ^2)^ mit ^g in ^3 und ^g in .... ^4 und ebenso für die andere Oharacteristik. 

Theorem XXXIV. — Die Oharacteristik («163), 61 in «3, 63 in 63 in «4, 64 in 64 
i/i «3 is^ aperiodisch. 

Es folgt aus XXXI, weil die dortige Oharacteristik bezüglich «3, a^ sym- 
metrisch ist. 

Theorem XXXV. — Die Oharacteristik {a^b^, \ in b[ in a^, [a^b^, 6g in bg in 
ai ist aperiodisch. 

Die successiven Transformationen haben eine Ordnungsreihe, deren allge- 



*Mit den Majuskeln werden die den Minuskeln entsprechenden Punkte des zweiten Raumes 
bezeichnet, in welchen transponirt wird. 
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meines Glied ist s* + 2s + 2 oder s^+ 2s + 3, je nachdem s ungerade oder 
gerade. 

Theorem XXXVI. — Die Oharacteristih (ai&g), bi in h[ in a^, bs in a^, b^ in Us 
ist aperiodisch. 

Die Reihe der Vielfachheiten von bg hat die Differenzenreihe 4s, 4s+ 2, 
4s + 2, wo s die natürliche Zahlenreihe in positiver Richtung durchlauft. 

OoroUar. Alle Characteristiken, welche aus («iftg), («2&1), («sS«), (%&*) 
abgeleitet wird, sind entweder äquivalent mit Characteristiken des §3 oder 6 
oder sind aperiodisch. 

§5. — Die Characteristiken mit («162), (a^bg), («s&i) und ihre Derivirten. 

Theorem XXXVII. — Die Characteristiken (oi&a), («2^3)1 («3 Mi biin.... 
bi=ai, sind äquivalent der CoUineation vom Index N, N das kleinste Multiplum 
von 3 und m-\- 1 . 

Die Transposition (alala\d^Y, wo d ein gewöhnlicher Doppelpunkt ist, den 
man supponiren kann, liefern sofort die CoUineation A^ in A^ in A^ in ^j, 
B^'in . ,. . A^. 

Theorem XXXYIII. — Die Characteristiken (a^ b^) , (a^ bg) , bi in üg-jb^in.... 
bf = a^ sind periodisch vom Index m •{■ b und äquivalent der CoUineation. 

Die Transposition {a\ala\bXf liefert B^ in jB^ in . . . . A^ in Ag in A^, in A^ 
in^i. 

Theorem XXXIX. — Die Characteristiken {a^b^ , (0263), 61 in b'^in Og, biin . . . 
b'^ ■= a^, sind periodisch für m = 0, 1, 2, 3, 4, 5 und äquivalent Characteristiken 

mit (ai&i). («2^3). («3*4)- 

Die Transposition {a\alb\bif liefert Ag in «g in bib^b^ in B^B^B^; Bi in 
O] aj bi in b^ b^ Og in i^j B^ Ag ; B[ in a^ a^ 61 in b^ \ b[ in A^ ; A^ in a^ in &i b^ bg in B[ ; 
Ai in ög 61 61 in bl 61 63 Ö4 61 «j in -ig jBg B^ ; A^ in «2 b^ b[ in 5J 63 bg 64 61 «j in B^ -S4 -ig , 
also (-4g ^g, BiB^, B^Bi, A^A^y mit B^ in .... A^ in B[ in -äj. 

Theorem XL. — Die Characteristiken (a^ b^) , (ög 6g) , &i ^?^ 6{ ira &(' in ag , 5^ m 
.... 6™ = «4 sine? äquivalent Characteristiken {a^b^) , («263) ^b^in a^, .... 

Die Transposition (afa^Jf Jf)^ liefe»'* (^3^1'. -01^4, B^B^, A^B^f mit 5{' in 
-ig, J54 in . . . . J.4 in B[ in -ig. Auch {a\a\b\aff liefert das Theorem. 

Theorem XLI. — Die Characteristiken {a-^b^, (a^^bg), b^ in . . . . ag, 64 in «4 
werden durch {alalblaiy in andere gleicher Natur trans/ormirt. 
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Die Transposition liefert ^i in a^h^a^ in 6264 «4 in Ä^, Ä<^ in a^hia^ in 
b^bitti in B^B^A^, B^ in «jagöiin 63 in ÄiB^A^, A^ in aia2&4 in h^^ai in 
^1 J.1 A^ , As in «3 in &i 62 «4 in B^ A^ B^, also ( Jg -^i, ^4 5i , A^B^, A^ A^^ mit ^1 
in Jg, J5i in . . . . 43. 

Theorem XLIL — Die Gharacteristik («i Sj) , («j 63) , 61 i« hi in b[' in «3 , 64 in «4 
is^ aperiodisch. 

Die Ordnungsreihe hat als allgemeines Glied i(3s^+ 6« + 5), i(3s^+ 10s 
+ 13), i(3s^+14s+21). 

Theorem XLIIL — Die Ghar acter istihen («162)1 63 *^ «2, &i ^« «3, . .. . stntZ 
äquivalent Characteristiken des §3. 

Die Transposition (a| &| a| &f)^ liefert Ai in % in h^a^hi in 6f Sj Jj 64 03 «2 in 
52-04-43; -Bg in «40201 in 61 62 «3 in -ä^-BiJ^g; A^ in «16361 in 61626364 «2 «3 ii^ 
B^A^B^] Bi in aibga^ in bib^a^ in -4i; J.3 in «3 in 61 62 «4 in AiB^B^, also 
(J.1 5i , JB354, -da ^1, -dg ^3)* mit ^1 in £3, ^4 in . . . . A^ in JI2 • 

Theorem XLIV. — Die Gharacteristik («162), 63 in 63 in «2, 61 i« 6( in «3, 64 
m «4 'ist aperiodisch. 

Die Ordnungsreihe hat die Differenzenreihe 2, 4, 8, 14, 22, 38, 62, 102, 168, 
274, .... , welche ersichtlich wachsend ist. 

Gonclusion. Alle Characteristiken, welche Derivirte von («163), («263), («361), 
(«464) sind, sind entweder aperiodisch oder äquivalent mit Characteristiken 
(«1 61) . 

§6. — Die Derivirten von («162), («263), («364), (0461). 

Theorem XL V. — Die Gharacteristik («1 62) , («2 63) , («3 64) , («4 61) ist nicht 
äquivalent einer Gollineation. 

Es gibt kein homaloidales System, das durch sie in sich selbst verwandelt 
werden könnte, denn dasselbe müsste in ai, «21 '^3) <^4 dieselbe Vielfachheit x 
besitzen, daher, wenn es von der Ordnung n ist, Sn — 4a; = n oder n= 2x. Nun 
werden aber, wie hier nicht ausgeführt werden soll, die Ordnungen, welche hier 
zur Verfügung stehen (cf. meine Arbeit in Acta Math., 1897), ungerade, also 
nicht anwendbar. 

Theorem XLVI. — Die Gharacteristik («162), («263), (0364), 61 in «4 ist 
periodisch mit dem Index 6 und typisch. 

Die successiven Transformationen sind (2, 2, 2, 2, . )', (2, 2, . , 2, 2)^, 
(2, . , 2, 2, 2)^ ( . , 2, 2, 2, 2)^ (2, 2, 2, . , 2)^ ( . Y. Die Irreductibilität folgt aus 
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demselben Grunde wie vorher, ebenso bei den übrigen in diesem § zu erwähn- 
enden Typen. 

Theorem XLYII. — Die Gharacteristik {a^h^, {a^h^, h^ in Og, h^ in a^ ist 
periodisch mit dem Index 8 und typisch. 

Die successiven Transformationen sind (2, 2, 2, . , 2, . )^ (4, 2, 2, 2, 4, 2)^ 
(2, 2, 2, 2, 4, 4)^ (2, 2, 4, 2, 2, 4)^ (2, 2, 4, 4, 2, 2)^ (2, 4, 2, 4, 2, 2)^ (2, 2, . , 

2,.,2)^(.^ 

Theorem XL YIII. — Die GharacteristiTe («i h^ , &3 i» Og , 64 in aj , Jj in «4 is^ 
periodisch vom Index 30. 

Die successiven Transformationen sind (2, 2, . , 2, . , 2, . )*, (4, 4, 2, 4, 2, 6, 2)', 
(6, 6, 4, 6, 4, 8, 6)", (6, 6, 6, 8, 6, 8, ^f\ (6, 6, 6, 8, 8, 6, 8)l^ (4, 6, 6, 6, 8, 4, 6)", 
(4, 6, 6, 4, 6, 2, 2, 4)^ (4, 4, 6, 2, 4, 2, 2)', (4, 2, 4, . , 2, 2, 2)^ (2, . , 2, . , . , 2, 2)^ 
(2, . , . , 2, . , 2, 2f, (2, 2, . , 4, 2, 4, 2f, (4, 6, 2, 6, 4, 5, 4)», (6, 8, 6, 8, 6, 8, 6y^ 
(8. 8, 8, 8, 8, 8, 8)l^ (6, 6, 8, 6, 8, 6, 8y^ (4, 4, 6, 4, 6, 2, 6)^ (2, 2, 4, 2, 4, . , 2)^ 
(2, 2, 2, . , 2, . , . )^ (2, 2, 2, . , . , 2, . )^ (4, 2, 2, 2, . , 4, 2)^ (4, 2, 2, 4, 2, 6, 4)', 
(4, 4, 2, 6, 4, 6, 6)^ (4, 6, 4, 8, 6, 6, 6)", (6, 8, 6, 8, 8, 6, 6)i^ (6, 8, 8, 6, 8, 6, 6)^ 
(6, 6, 8, 6, 6, 4, 4)11, (4^ 3, 6, 2, 4, 2, 4)^ (2, . , 2, . , 2, . , 2f, ( . )i. 

Theorem XLIX. — Die Gharacteristih (aj h^ , (a^ Jg) , 64 in «3 , h^ in h'i in a^ ist 
periodisch vom Index 14 und typisch. 

Die successiven Transformationen sind (2, 2, 2, . , 2, . , . y, (4, 2, 2, 3, 4, 2, . y, 
(4, 4, 2, 2, 6, 4, 2)^ (6, 4, 4, 2, 6, 6, 4)^ (6, 4, 6, 4, 8, 6, 6)", (6, 6, 8, 6, 8, 8, 6y^ 
(8, 8, 8, 8, 8, 8, 8)l^ (6, 6, 6, 8, 6, 8, 8)", (4, 6, 6, 6, 4, 6, 8)", (4, 4, 6, 6, 2, 4, 6)^ 
(2, 4, 4, 6, 2, 2, 4)^ (2, 4, 2, 4, . , 2, 2)^ (2, 2, . , 2, . , . , 2)^ ( . )\ 

Theorem L. — Die Gharacteristih (a^ b^) , (oa hg) , b^ in 64 in ag , &i in J^ in a^ ist 
aperiodisch. 

Das allgemeine Glied der Ordnungsreihe ist 2s^ + 2« + 1 — ^ (8j>) und 

2s^ + 4s + 1 — 2 (8j?), je nachdem s gerade oder ungerade, und wo die Summe 

sich auf alle durch 8 theilbaren Zahlen •< 2s bezieht. 

Theorem LI. — Die Gharacteiistih («lig), («aSg), \ in a^, b^ in b[ in b" in «4 ist 
aperiodisch. 

Die 1. Diflferenzenreihe der Ordnungen ist 2, 2, 4, 4, 6, 8, 8, 8, 10, 12, 12, 

14, 14, 16, .... Einen anderen Beweis liefert die im Theorem XIV enthaltene 

Methode, indem die durch Projection erhaltene ebene Gharacteristik aperiodisch 

wird. Einen 3. Beweis liefert der Umstand, dass die interne Involution von 

XLIX (8, 8)« ist. 
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Theorem LIL — Die Gharacteristih (ai^a), h^ in a^, h^ in «g, hi in h[ in a^ ist 
aperiodisch. 

Die Projection einer M^ durch die 8 Punkte liefert eine mit &i in a, 6 in «i, 
&a in 5^ in a.^, (a^ 63), (a^ö^) äquivalente Oharacteristik, welche also aperiodisch ist. 

Theorem LIII. — Die Gharacteristih {aih^, {a^h^, («3 64), öi in h[ in % ist 
periodisch vom Index 10 und typisch. 

Die successiven Transformationen sind (2, 2, 2, 2, . , . )^ (2, 2, . , 2, 2, . )^ 
(4, 2, 2, 4, 2, 2)^ (2, 2, 2, 4, 4, 2)^ (4, 4, 4, 4, 4, 4)', (2, 2, 2, 2, 4, 4)^ (2, 2, 4, 2, 
2, 4)^ ( . , 2, 2, . , 2, 2)3, (2, 2, 2, . , . , 2)«, ( . )i. 

Theorem LIV. — Die oharacteristik (% h^ , (a^ 63) , («3 64) , 61 in b'i in h'l in a^ ist 
periodisch vom Index 18, 

Die successiven Transformationen sind (2, 2, 2, 2, . , . , . Y, (2, 2, . , 2, 2, . , . y, 
(4, 2, 2, 4, 2, 2, . f , (4, 4, 2, 6, 4, 2, 2)', (6, 4, 4, 6, 6, 4, 2)», (6, 6, 4, 8, 6, 6, 4)", 
(8, 6, 6, 8, 8, 6, 6)13, (6, 6, 6, 8, 8, 8, 6)^ (8, 8, 8, 8, 8, 8, 8)l^ (6, 6, 6, 6, 8, 8, 8)'^^ 
(6, 6, 8, 6, 6, 8, 8)13, (4, 6, 6, 4, 6, 6, 8)^1, (4, 4, 6, 2, 4, 6, 6, 8)», (2, 4, 4, 2, 2, 4, 6)^ 
(2, 2, 4, . , 2, 2, 4)■^ ( . , 2, 2, . , . , 2, 2)^, (2, 2, 2, . , . , . . 2)', ( . )\ 

Theorem L V. — Die Gharacteristih (aj 63) , (a^ ög) , (og 64) , öj in h'i in Bi' in bi" 
in «4 ist aperiodisch. 

Sei es die Projection einer M^, wodurch der Typus (ah), (ah), {a^h), 
{aih^, 63 in h'^ in hll in h^' in a.^ der Ebene erhalten wird, sei es die interne Invo- 
lution von LIV beweisen das Theorem wie LI. 

Gonclusion. Alle Oharacteristiken mit mehr als 7 Punkten, welche durch 
Verkettung aus (a^ h^ , (% hs) , («g 64) , («4 bi) abgeleitet sind, sind aperiodisch. 

§7. — Uebersicht der periodischen Typen. 

Theorem LVI. — Alle periodischen Gharacteristihen der cubischen Reciprohal- 
transformation lassen sich mittelst eben solcher Transpositionen äquivalent machen 
folgenden Typen oder Glassen : 

1. (% 61), («2 63), Jg in . . . . bf = «4, ^»4 in . . . . b\^ = «3. 

2. («163), (Oibi), bg'm .... 5f» = a4, 64 in ... . 6j» = ag. 

3. K&i)5e 4. {a,b,){B^) 5. {a^b,) B, 6. {a,b,) B^ 7. {a,b,) B[, 8. («161)^4 
9. («iJO^is 10. (ai&i)52„ 11. (ai&O-ßa* 12. (ai6i)5j5 13. (ai&0^30 U. (aAXßis) 
15. (ai50(^go).* 

* In n. 3-15 sind also die Chaxacteristiken B zu bilden mit den Punkten Oa , 03 , a^ ; &2 , &3 > ^4 1 wie 
es die Theorie der ebenen quadratischen Oharacteristiken (Cr. J., Bd. CXIV, p. 87) vorschreibt. 
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16. (ai hi){az 53)(ö8 &4)(«4 &i) • 

17. («i&z). («2^3). (03&4). ^1 in «4- 

18 . (ai 62) , (aa 63) , (ag 64) , h^ in J{ in a4 . 

19. (ai&j), («2^3)1 («3^4). W^^ ^'i iii ^1' in «4- 

20. («1 h^ , (a^ Sg) , &4 in «g , 61 in 04 . 

21. (ai&a), (a^Sg), J4 in ag, &i in J^ in «4. 

22. («162), Jg in ag, J4 in «g, bi in «4. 

Index 4 (a;+ l)(a;*— 1). 

6 {x^—l){x + l){a^ — x+l). 

10 (a;^— l)(x^ + l). 

18 {a?—l){x'' — x^ + l). 

8 (ä! — l)(a;2+l)(a;^+ 1). 

14 {x — l)(a;' + 1). 

30 {x'^—l){a?—x+l)(x^ — x^+si^—x-\-l). 

Unter den Potenzen erwähne ich insbesondere die beiden in vol utopischen 
Transformationen, welche ebenfalls typisch sind : 

1. (4, 4, 4, 4, 4, 4)'. Dieselbe existirt und besteht aus den Punktepaaren, 
welche 6 gegebene Punkte zu 8 Basispunkten eines Netzes von M^ ergänzen. 
Char. Function (x — l)(a; -4- 1)^ Die Transformation verwandelt das Stralen- 
system der Bisekanten von Cg (1 1 1 1 1 1) in sich.* 

2. (8, 8, 8, 8, 8, 8, 8)^^ Dieselbe existirt und besteht aus den Punktepaaren 
pp' der Eigenschaft, dass eine M^ mit 7 festen Doppelpunkten, welche durch p 
oderp' geht, nothwendig auchp' oder p enthält. Char. Function (a; — l)(a;-J-l)'- 

Für diese beiden Transformationen sind die char. Functionen der Substitu- 
tionen (1) und (2) gleich und hieraus folgt die Grleichheit bei jedem der Typen 
16.-22. Es wird ferner gleichwie in §3 bewiesen, dass die Substitutionen (2) für 
(aihi) sich von denen für die Keste nur um den Factor x — 1 unterscheiden und 
für (aj hl) folgt also jene Gleichheit ; hieraus wegen der Symmetrie auch für 
{tti h^Xacf hl) . Da ferner die allgemeinen Typen durch Hinzunahme gewöhn- 
licher Cyclen entstehen und diese für (1) und (2) dieselben sind, so gilt : 

Theorem L VII. — Für alle periodischen euhischen Reciprokaltransformationen 
sind die characteristischen Functionen der Suhstitutionen (1) und (2) gleich. 

* Die Transformation 7. Ordnung ist von Sturm bei seineu Untersuchungen über das Flächennetz 
2. O. sowie Math. Ann. I. bei ganz anderer Gelegenheit angetroffen worden, jene 15. Ordnung dürfte 
vollständig neu sein. 
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Aus der Entstehung der beiden involutorischen Typen von oben folgt noch 
(cf. Acta Math. XIX, p. 169) : 

Tlieorem LVIII. — Die involutorischen Typen (4, . . . . 4)', (8, . . . . 8)^^ sind 
mit allen Transformationen über 6, 7 Fundamentalpunlcten vertauschhar. 

Das Theorem gilt aber nicht nur für Transformationen, sondern auch für 
Characteristiken.* 

§8. — Die Redprokaltransformationen, welche eine Raumcurve Mi in sich 

transformiren.f 

1. jr^zz: 1, 9jj. = 0. Elliptische Ourven. 1. Die Parameterdarstellung habe 
% + % + % + ^4 = . . . . 1 als Schnittpunkttheorem. Es sei vi + mu = y , wo 
m= 1, — 1,*, +g, — e sein kann. Zu zwei mit a-^ja^ complanen Punkten 
Ui, u^ gehören zwei mit J^, Jg complane Punkte wj[, m^, aber aus 

«1 + «2 + t«i + % = , 6i + 62 + Wj + ««3 = , also 61 + max + ög + w*«3 = — 2y 
und den analogen folgt &< + »*<^< = — 7 + " > (** = 1 , . . . . 4) , wo 2ö = . . . . 2) , 
sowie 2& + «i^a = — Ary . Da dem Punkte — («i + «a + «3) der Punkt 64 
entspricht, also 64 — m(ai + ag + ög) =y, so folgt unter Benützung von 2) 

mVa = — 2;/ + 6), Vö = — 2y + 6) .... 3). Diese Bedingungen sind noth- 

wendig und hinreichend, damit die Ebenen durch «4% und })i\ die Corres- 
pondenz durch projective Büschel aufnehmen, in welchen die Ebenen aia^ai, 
(^i (tk «m den Ebenen bi b^ b„ , bi J^ bi entsprechen, also damit (a^ ; bif mit u' + mu = y 
in Mf bestehe. Bemerkt sei noch, dass wenn — (bi + &j; + bi) mit ß^ bezeichnet 
wird und — («< + % + «;) mit a^, ß) auch geschrieben werden kann bm — ßm 
= m (am — «m) = — 2^ -\- a. Also : 

Theorem LIX. — Die Haupttetraeder b {oder a) der {ai ; b^^, welche eine M* 
in sich überführen (mit r^ = 1 , ^«^ = 0) bilden 4 Involutionen 3. iStufe-X 

Unter je zwei coordinirten Hauptpunkten a«, bi bestehen stets vier Corres- 
pondenzen H derselben Art wie die gegebene F. 

2. Theorem LX. — Die sämmtlichen 00^ Transformationen^ welche eine und 
dieselbe Gorrespondenz enthalten, bilden in jedem Falle ein lineares <x>^- System im R^.\ 

*0f. auch das citirte Buch (Berlin, Mayer & Müller, 1895). 

t Die Anzahl der Cyklen in einer allgemeinen (cu, hiY habe ich C. R. de Paris 17 Mai 1881 berechnet. 

t Die Hauptpunkte und die Schnittpunkte der Gegenebenen mit M\ sind für alle Transformationen 
Punktepaare von vier Correspondenzen der Art u' — u = y. 

? Dieses wichtige Theorem gilt auch, wenn die beiden correspondirenden elliptischen Gebiete in 
zwei verschiedenen M{ enthalten sind. 

4 
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Es sei pp' ein Paar entsprechender Punkte des .B3. Das Bündel von 
Ebenen E durch p schneidet M^ in einer /|, welche sich in eine eben solche 
Involution überträgt. Es handelt sich zu finden : Wenn von den 4 Schnitt- 
punkten der Ml mit E zwei als «j genommen werden, zwei als u, wie oft 
geschieht es, dass die beiden je in H und F correspondirenden Punktepaare vier 
Punkte in einer Ebene E' sind, welche aber durch p' geht. Die Einhüllende 
der Ebenen E' ist von der 6. Classe. Denn ist q' ein Punkt von Mf und 
entspricht er dem Punkte q in P, so schneidet das Büschel von E durch pq auf 
M^ eine I], welcher durch H eine I^ entspricht, deren Tripel also in Ebenen 
durch eine einfache Sekante von Mf sind und deren Verbindungsgeraden eine 
Mi erfüllen durch {M^f, sodass die Mi die Gerade p'q' in 3 freien Punkten 
schneiden und also durch q' drei Ebenen E' gehen, für welche q' kein Punkt b 
ist. Als Punkt b bestimmt q' durch H einen Punkt a und dann, weil aus a und 
b in zwei Cg projicirt wird und die Projectionspunkte von p und p' eine einzige 
0^ bestimmen (nach dem Theoreme für die Ebene*) drei Ebenen E^ an welchen 
er als b theilnimmt. Dies gibt im Ganzen 6. Da aber jede Transformation 6 
solche Ebenen E' absorbirt, so resultirt die Zahl 1. Hieraus folgt auch: 

Theorem LXI. — Es gibt ein lineares 00^ System von Correlationen, welche alle 
Punktepaare der Gorrespondenz T als Paare conjugirter Punkte enthalten. 

3. Soll der Transformirte b^ von b{ mit a^ coincidiren, so wird & (1 — m) 
= — 2y + a; es gibt also 4, 00 oder 0, 2, 3, 1 solcher Punktepaare (je nach m). 
Hieraus ist ersichtlich : 

Theorem LXII. — Nur für u' — u = y mit bi — a« = — y gibt es Transfwma- 
tionen bi in % , b^ in a^ , bg in a^ , b^ in a^ , welche die Punkte a, b in Mi haben 

U. zw. 00 ^ 

Ebenso liefert die Voraussetzung bi = a^ das 

Theorem LXIII. — Nur für u' -\- u = y gibt es eine Transformation («i bi) , 
[a^ 62) , («3 63) , [a^ b^) v/nd für u' — u = a gibt es <x>^. Für u' — m = y mit (li — l)y 
+ ö = gibt es 00 3 Transformationen bi inbi . . . . bi = ai (^ = 1 , . . . . 4) , 

Für jene bi, welche b-', b'i", bf^, oder bj= q^ liefern, geben die übrigen V stets 
nur 2, 3, 1 oder Werthe, sodass keine Transformation besteht. Die Werthe sind 
&(1 + m^) ={m^ — m — l)y + a, 5(1 — m*) = — {m^ — m^ -f- m + l)y + a, 
6 (1 + m^) = (m* — m^+m^ — m — l)y + a, b {1 — m^) = — {m^ — m^ -{- m^ — m^ 
+ m+ l)y -\-a. 

* Kantor, Atti delP Accademia di Torino XXIX, 1893. 
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Es folgt auch für u' — M = y aus 7 a= 2y, ^b = — 2y, z!« + ^^ = , 
also: 

Theorem LXIV. — i^'^r -w' — u = y bilden die beiden Haupttetraeder jeder 
enthaltenden Transformation y associirte Punkte. 

4. Es entstehen so zwei Arten von Sehnen der Mf, von welchen aus eine 
der 5 r in eine Correspondenz Fi selber Art projicirt wird, nämlich Geraden 
{aib^ia^b^ oder {aibj^ia^bi} . Dies sind jedoch nicht alle. Die Punktepaare, 
deren Sehnen V in Ti projiciren, bilden eine Correspondenz m' + m = c, u. zw. 
ist c = — (y+yOill + w), wenn F, F^ waren u' + mu^y , u' + mu = yi. Also 
gibt es keine Sehne für m = — 1 , weil eben u' — u = y in sich transformirt 
wird, 4, 2, 3, 1 Regeischaaren für m=: 1, i, — e,+e. 

5. In jedem Falle werden die ooii/| durch Mf, also auch die 4 Kegel unter 
einander vertauscht. Die Projectivität unter den Mi kann also nur die Indices 
1, 2, 3, 4 besitzen. Allgemein müssen die Erzeugenden «1%, «iw^ in die Erzeu- 
genden biu'i, biu'^ verwandelt werden und die Kegelerzeugenden in Kegelerzeu- 
gende. Nun sind die 4 Kegelerzeugenden 

ai-ft*i = 0, «1 + «!=:-^-, 0(1-1-% = ^, ai + Ml = ' ^ 

und wegen bi-\-mai=. — y + ö, «'4-WM = y, sind die entsprechenden Erzeu- 
genden 

h Tc 

bi + v,i = a, &l-^-^«^'^ — 'W^-^f +"> ^^1 + ^1 = — w ~- + "> 

also für m= -|- 1, — 1, i, -f e, — e erhält man, indem statt \, \, \-\- \ 
gesetzt wird 2öi, 2g)2, 2ü3 

6) , 6)1 -|- 0) , 6)2 -f- 6) , 6)3 + 

6) , 6)1 + 6) , 6)2 + " ) "3 + ö 

O , 6)2 + 6) , «1 -|- G) , üg + O 

6) , »3 -f- O , Wj -f- 6) , «2 + ö 

ö , 6)3 + ü , Ol -|- ö , «2 -j- 6) . 

Indem man nun hierwie u = a, Oj, 02, 03 setzt, erhält man. 

Theorem LXY. — Jede {ai ; 6;)^ mit u' — u = y und bi — a^ = — y in Mi trans- 
formirt alle Mi des Büschels in sich. Wenn aber bi — ai=. — y + , werden die 
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M2 involutorisch vertauscht und die Kegelflächen in zwei involutorische Paare 
getheilt. 

Theorem LXVI. — Jede {ai ; h^^ mit vi + « = y und 6j + a^ = — y trans- 
formirt die Mi in sich, die vhrigen transformiren wie in LXV. 

Theorem LXVII. — Wenn (a^; h^^ in Mt durch at, hi u' -\-iu = y oder 
u' -\- su = y hervor ruft, bleiben unter den Mi durch M* resp. zwei Kegelflächen oder 
eine Kegelfläche und ein Hyperboloid invariant und der Index ist resp. 2 oder 3. 

Rationale Ourven. 1. Für Mi mit Doppelpunkt d sei u^Vj^UsUi = h des Schnitt- 
punkttheorem und Bu-\-Gu!=.0 die Projectivität. Aus a^a^u^u^-^le und 
bi b^B^UiU^: 0^=.h folgt b^ 63 B^ = a^ a^ O^ und 63 : Ö3 = a^ : «3 , oder die 4 Haupt- 
punkte a haben dasselbe Doppelverhältnis wie die b und ferner bi:ai-=-± 0:B. 
Wegen Ji^B : aia^as + Ob^= folgt aia^a.sa^ = =pk B' :G\ bib,bsbi= =phG^:B\ 
Die coordinirten Hauptpunktepaare sind also entsprechende Paare in einer von 
zwei Projectivitäten mit 2 Doppelpunkten in d. In jedem Falle bilden die 
beiden Haupttetraedor 8 associirte Punkte. Die Tetraeder bilden zwei //, in 
welchen d vierfach vorkommt. Die 00 ^ Transformationen bilden ein lineares 
System. Die Mi werden in sich oder für das Zeichen — involutorisch transformirt. 

Sei uu' = G die Projectivität. Aus UiU^^aia^^k, Uiu'^bib^^^k folgt 
ai6ia2&2(7^ = F, also ai&i= d= Ä: ö'. Die Hauptpunktepaare bilden zwei Invo- 
lutionen mit einem Paare in d. Aus hb^ = Ga^a^a^ folgt a-ia^a^a^^:^ ±¥ : G'\ 
&i &3 &3 64 := ± F : (7^ Nur für 4 bestimmte Werthe von G sind die coordinirten 
Tetraederpaare je 8 associirte Punkte. Alle Mi werden in sich transformirt oder 
für das Zeichen — (ebenso die 2 Kegeln) involutorisch vertauscht. 

2. Für M^ mit Spitze d sei Vm = das Schnittpunktetheorem und ^t'+a;M = c 
die Projectivität. Aus \-\-b^-\- x (% + a^) = — 2c folgt 6< + xa^ = — c. Aus 

bi — X («2 + ag + 04) = c folgt x^a = 2c, ^^b ■=■ — 2c. Conclusionen wie oben. 

Die M^ werden mit dem halben Index der Projectivität in M^ transformirt. 

3. Für Ml 2. Art muss die Mi in sich transformirt werden. Die Trisekanten 
durch ttf werden in jene durch bi verwandelt und es sind also jene Punktepaare 
der cubischen Trisekanteninvolution zu suchen, welche durch die Projectivität 
in eben solche Punktepaare verwandelt werden. Die Uebertragung auf einen 
Kegelschnitt lehrt sofort ihre Zahl 4 kennen und es gibt also nur eine Trans- 
formation, wenn überhaupt; ausgenommen, wenn die Projectivität die kubische 
Involution reproducirt. Jene Transformation existirt aber auch stets. Sind 
nämlich a^, &i die 3. Stützpunkte der Trisekanten durch jene Punktepaare; so 
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existiren 2 Ebenen durch a^ a^ , deren Schnittpunktepaare anderen mit &i b^ com- 
planen entsprechen und da die quadratische Involution aller durch die letzteren 
zwei Punktepaare bestimmt ist, so folgt, dass die Projectivität in Mf von % a^ 
und 61 &2 durch zwei projective Ebenenbüschel aufgenommen wird. Die 6 
Ebenenbüschel definiren aber die Transformation. 

Theorem LXYIII. — Es gibt eine einzige («j ; b^^, wehlie dne Ml 2. Art durch 
«i , bi in sich transformirt und in ihr eine ganz willkürliche Projectivität hervorruft. 

Wenn aber die cubische Involution in sich verwandelt, dann kann man 
irgend 3 Punkte als a nehmen, deren Verbindungsgeraden als Axen von Ebenen- 
büscheln die Transformation und also den 4. Punkt a bestimmen, daher : 

Theorem LXIX. — Wenn die Projectivität, welche in M^ 2. Art hervorgerufen 
werden soll, mit der inhärenten cubischen Involution vertauschbar ist, gibt es 
00^ (a^ ; bif, welche ein lineares System bilden. 

In der Aufzählung dieser Projectivitäten erscheint zuerst eine Involution, 
welche für jede M^ die vier Doppelelemente in zwei Paare trennt (eingeschlossen 
Coincidenz 2'*'' Doppelelemente), dann die Fälle, wo sie ein harmonisches Quad- 
rupel (eingeschlossen die Coincidenz 3®"") oder ein äquianharmonisches bilden 
und die Indices 2, 4, 3 erscheinen, endlich der Fall, wo zweimal zwei Doppel- 
elemente coincidiren, was die Ourve mit zwei stationären Tangenten ist und 00^ 
Projectivitäten die Involution in sich verwandeln. 

Ein sehr einfaches Verfahren, um die Transformation zu construiren, ist 
indessen in allen diesen Fällen das in XIII angewandte.* Denn die ebene bira- 
tionale Transformation, welche die Projection der M^ in sich überführt, bestimmt 
die räumliche (a, ; b^^ vollkommen. 

II. Die übrigen Singulantätencomplexe. j^ = , ^12= ^23 = ^34 = ^41 = 2 , 
^13 = ^24=0. Seien aia2, «3 «4, agag, a,a8 die Treffpunkte von i^* mit 0^0^, 
a^as, a^ai, a^ai und analog ßi . . . . ßg für die bib^. Dann folgt aus aj + a^ 
H-Wi-f t*a = 0, ßi + ß2 + ui + ui=0; ai + a2 + m ßi + m.ß^=- — 2y, wenn 
u' -h mu='y die Correspondenz. Hieraus und aus der analogen «i -j- ag-t-as-f a^ 
-f- TO (/3i -h /?2 + A + Ä) = — 4y, daher 4y = 0. Es entspreche die Tangen- 
tenebene in a2, welche «1 enthält, der Ebene ßißsßs; dann folgt — (a^ + 2a2) 



* Das Verfahren ist im Wesen eine strikte Verallgemeinerung des in der Preisschrift und in §8 
hier angewandten, indem nur das binäre Gebiet der invarianten Ourve durch das ternäre Gebiet der 
invarianten Fläche ersetzt wird. Die Abbildung erscheint dabei als Hilfsconstruction, welche den 
Parametercalcül ersetzt. 



30 Kantor : Theorie der periodischen cvMschen 

— m{ßs-\-ß^) — mß^ = Y und y = a2 + /?5 = ai + m/?6 sowie y = ai-{- mß^, 
y = ai + mß^. Hieraus «i + a^ = ag + ag , ß^-^ ßi'=ß^ + ß^ und ag + Ug 
= a, + ttg , ßs + ßi = ßT + ßg. Durch 4y = und die letzten 8 Bedingungen 
ist alles bestimmt. Es können also «j, ag, ag, ag mit den Bedingungen 
tti + «2 = «5 + «6 ) «3 + 0^4 = «7 + «8 willkürlich angenommen werden. Für die 
Curve mit Spitze gelten natürlich dieselben Rechnungen mit Gleichungen. Für 
Mf mit Doppelpunkt kommt Oß^ = — Äag, öß^-=--- Ba^, Gß^=. — Ba^, 
Gßg = — Bai, a-i^a^ — a^a^, ß-^ßi — ßzß^, ag a^ = a, ag , /^g /^i = /?, ^^g . Auch für 
die Mf 2. Art sind ai . . . . ag 8 associirte Punkte, weil zwei Bbenenpaare und 
die F^ der Mf hindurchgehen. Folglich muss die Oorrespondenz ebenfalls eine 
collineare sein. Von diesen ist oben in I. gesprochen worden.* Für jede solche 
CoUineation kann ai Oj und sie schneidend ag a^ und a, ag willkürlich genommen 
werden. Es gibt oo*(ai ; 6<)^ für jede CoUineation. 

Xi = 0, 9,2 = ipgi = 2, ^33 = ipgi = ^24 = 9^1 = 1 . Seien aiag, aga^ die Treff- 
punkte mit a^a^, dsd^; «5, «6) «7, «g jene mit «lag, a^a^, a^a^, a^a^ und V sei 
v! + mu^y. Aus aj + aj + «i + «2 = 0, ßi-\-ßz + u[ + u'i=.0 folgt ai + aj 
+ m (/?! + ß^) = — 2y, analog ag + a4 + m (^^g + ;S4) = — 2y. Aus ag + Wj 

+ M3 + Mg=0, /35 + m( + M2' + Wg = folgt aj + W/^g = — 3j/, ttg + «J/^g = — 3^, 

«7+ »'Ä = — 3y, ag-f mßg = — 8y, ferner ai+ a^ + ag^ a,+ m (Ä+i^a+Z^g+A) 
= — Sy, also 85/ = , ag — a^ = ag — «g = 4)^. Durch F wird nicht jede Ig eines 
Ebenenbüschels wieder in eine I^ eines Ebenenbüschels übergeführt. Man 
muss also zu aia^, «3^4 noch eine ausgewählte Axe hinzunehmen, sodass es 
oc6 (a, ; bif gibt. 

ri=l, Ja = J'g = ^4 = 0, 9ij=l. Sind aaa, die Punkte auf a^a^, a^Og, 
«ia4,aga4, «403,0203 und entsprechend die ß, so werden hiß^ß^ß^ stets ein 
Haupttetraeder für eine (a» ; J«)^ aus I dieses § bilden und es ist zu fragen, ob die 
vier Schnittpunkte von Mf mit den Seitenebenen von a^ a^ a^ «4 in einer Ebene 
sind also 65/ + a = ist. Die Construction geschieht wieder durch drei Ebenen- 
büschel. 



ri= 1,^3=^3 = 1:4=0, 9ig = 914 = IP34 = ^33 = 1 , 924=2; ri=l, 9i4 = 'p2; 



23 



* Diese CoUineationen sind leicht zu bilden, da sie alle die Ml in sich transf ormiren. Die Aufzählung 
bei Brambilla, Atti Ist. Veneto XIX, "Le omografle, che mutano in se stessa una curva gobba di 4" 
ordine " ist unvollständig. 
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= ip{3^^24=r 1, lpi3= 2. Wenn «i, . . . . ag auf aia^, «104, ttaa^, agag, a2a4 sind 
und entsprechend ßi, folgen ai+ W/^i = /> • • • • «6+ '^/^e — 7» woraus ag — % = 4y. 
Man nehme «i, ai an, wodurch as folgt, ziehe die Ebene a^aias, welche Mf in «2 
schneidet, definire 64 aus «3 mittelst ug + mbi = — 8y, ziehe durch S4 jene Sehne, 
welche der aia^ entspricht, welche die der a^ai entsprechende Kegelschaar in 
einem Punkte trliOFt. Von diesem als h^ ziehe man den Stral der Regelschaar als 
ßzßg, welcher die dem Stralbüschel um «3 in agai«! entsprechende Ebene in ftg 
schneidet. Hiemit sind drei Paare projectiver Ebenenbüschel bestimmt. 

h=h= 1* ^13=^34= 1, 934=2; x's = x'i=l, 9^3=^^4 = 1, ^^2 = 0. Man 
nehme «i an, bestimme hierauf 64 gemäss der Bedingung des Entsprechens der 
cubischen Involutionen für aia^ und Si 64(01 + mb^ = — 3y), ziehe «lag und die 
entsprechende Eegelschaar, ziehe a3a4 schneidend a^ay und bestimme die Regel- 
schaar, hierauf das Stralbüschel durch 64 entsprechend dem Stralbüschel um «i in 
aia^a^, durch 64 die Erzeugende der 1. Regelschaar, welche 63 bestimmt, durch 63 
die Erzeugende der 2. Regelschaar, welche M^ in ß^ und die Ebene durch b^ in b^ 
trifft. Hiemit sind 3 Paare projectiver Ebenenbüschel bestimmt. 

^1 = ta = 1 , ^13= 9l4 ^— • ^23 •— ■ ^34 ^-^ 1 > ^34 — - j X^ = Xg = 1 , ^13 ■— 9l4 ^^ ^23 

= ^34= 1. Die Punkte a^a^ aia^ sind Punkte eines Haupttetraeders, a^a^a^a^ 
ebenfalls und daher gilt aj + % + ai + «g = a^ + «2 + «s + «4 und a^ + a^ 
+ ai + ag = ai + ag + ttg + «4= 0. Hienach bilden die vier a zwei Paare con- 
jugirter Punkte, während %, % willkürlich sind. Hiemit ist die Construction 
vollendet. 

J^l = J^2 = 1 ) 9lS = ^33 = P34 = 934 = 1 ; 5^2 = '^S =^ 1 f 9l3 ^= 9]2 = 9l4 = ^24 = 1 • 

Man nehme «i, a^, ziehe aus %, a^ Sehnen ai«!, «2«», welche sich schneiden, 
wodurch drei Regeischaaren bestimmt werden und es muss in der 3. eine Gerade 
genommen werden, welche M^ in b^, bg derart triflft, dass die von 63, 6g in die 1., 
resp. in die 2. Regelschaar gezogenen Geraden sich schneiden. Diese drei Geraden 
sind die Axen dieser zu den ersteren projectiven Ebenenbüschel. 

Für M^ 2. Art ist die Construction der Fälle, wo nothwendig Ebenenbüschel 
mit einpunktigen Sekanten als Axen zu verwenden sind, schwieriger, weil nicht 
jede eubische Involution durch ein Ebenenbüschel ausgeschnitten wird. Dagegen 
kommen für sie einige Singularitätencomplexe hinzu : jj = i-j =: 1 , ^13 = 934.= 2 ; 
Xi=zxi=l, i)is = ^^=:2\Xi=X^=l, 934=3, 9i2=l 1^1=1, 9i2=2, ^34= 3, 

9l3 =11^^1=^2=1. 9l2=9l3= 1. 934=2lji=l3=1.9l2=9l3 = l. 9l4 = 2 1 Ij = Ig 
= h='^, i)u=2\Xi = Xi=Xs=l, 9l3=l. 914=11^1=^2 = ^3=1, 9l2=l, 

9iu = 1 . 
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§9. — Die aperiodischen Transformationen hi in a^. 

Da sich in der Ebene an die Figur von («' in a,h' in b, d in cf so bedeu- 
tendes Interesse knüpft, will ich wenigstens über die Existenz der genannten 
[tti ; biY entscheiden, bevor ich zu den Typen übergehe. 

Aus den 8 Bedingungen bi + ma« = — y + a, au+ mbi^y folgt^S + rn^a 
= — 4y und m ^& + '^a = 4y, "^b (1 — m^) = — 4 (1 + m) y, und wegen 
'^b = — 2y + 6) (§8), 2(1+ mf y = o(m^— 1), woraus für m= 1 . . . . 8y = 0; 

m = — 1 keine Bedingung; m.-—i....4y^0; m= -^- s . . . . 2y = ci, also 

^ b = 0; m = — e . . . . 6y = a folgt, u' -\- eu = y ist also nicht in Betracht zu 
ziehen, und für u' +iu = y ist F collinear. 

Für Mf mit Spitze folgt aus bi+xüf = — c, a^-\-xbi = c . . . . Vö+a;Va= —4c, 

'^a+x^b= 4c,^a(l— a;^) = 8c, ^^(1 — x^) = — 4c(l + x), und wegen^J 
= — 2c, x^ =■ — 1, die Rechnung ist also dieselbe wie für u' -\- iu = y. 

I. biin tti (i= 1, . . . . 4). Aus u' -\- u = y würde folgen 2y -\- q = 0, also 
^b = 0, Collineation. Aus u' — 6U = y folgt &« (1 — e^) = (e — l)y-{-ci, 

«^(1 — e^) = (l — s)y-\-6a, woraus hervorgeht, dass Coincidenz irgend eines 
5 mit einem a stattfinden müsste. Aus u' — u~y folgt wie in §8, dass es co^ 
Transformationen gibt. Aus «i + a^ + 6; + 6^ = (§8) folgt: von den beiden 
Haupttetraedern schneidet jede Kante die der entsprechenden gegenüberliegende 
des anderen Tetraeders. Dies gibt bereits 6 uneigentliche Doppelpunkte. Die 
drei Ebenenpaare des Netzes von M^ (Th. LXIV) geben drei Doppelgerade, 
welche eine Mf zur Kegelspitzencurve ergänzt. Diese Mf ist der Ort der Dop- 
pelpunkte der Transformation, geht durch jene 6 uneigentlichen Doppelpunkte 
und schneidet die 4 Geraden atbi in je einem Punkte. Aus u' + iu = y folgt 

bi= — i — * ''' -f -^ , 2^— — '^y ~^ "' ^^^^ 3y= — ia, es darf also weder y 
noch a gleich oder ^ ^ sein. Nun ist ferner 

% + «! + &/!; + bi=a„ + «i + 6^ + &„ = am + «» + &* + &( 

= «m + a„-f &„, + 6„ = Ci)(l— ») + (!—*)„, 

sodass also von zwei Paaren Kanten aja^ jedes das entsprechende Paar Kanten bb 
schneidet. Zwei Geraden %&fc, «jöi gehen durch die eine Kegelspitze des 
Büschels, zwei andere durch eine andere, seien es a^b,^, a„b„. Dann gehen 
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auch a^6„, a^h^ durch die erste, a^hi, aib^ durch die 2. Kegelspitze. Die beiden 
Tetraeder sind perspectivisch und da sie associirt sind, auch desmisch. Da zwei 
desmische Tetraeder in irgend zwei andere übergeführt werden können, folgt 

Theorem LXX. — Zwei desmische* Tetraeder, in der Weise als Haupttetrasder 
genommen, dass a^bi, a^b^, a^b^, a^bg sich in einer Eche des 3. Tetraeders schneiden, 
gestatten eine (ai ; btf mit der Oharacteristik 6^ w a^ (t = 1 , . . . . , 4) . Es gibt stets 
eine in sich transformirte harmonische Mf. 

Im Falle u' — m = y können die beiden Tetraeder ebenfalls desmisch 
werden, aber nur dann, wenn 2«^ = 2y wird und 25^ = — 2y, es wird b^ — — aj 
= — -^ + 6>', daher : 

Theorem LXXI. — Zwei desmische Tetraeder, in der Weise als Haupttetraeder 
genommen, dass ai bi sich in einer Eche des 3. Tetraeders schneiden, gestatten eine 
{tti ; biY mit der Oharacteristik bfin ai{i=: 1, . . . . A). Alle M^ des Netzes werden 
in sich transformirt. 

II. &i in üi, b^ in a^, bg in 04, 64 in a^. Für u' + u— y folgt 2y + cj= 0, 
2J> = , also Unmöglichkeit ; für W — it = y folgt aus b^ — 03= — y + , 
ag — ^4 = y wegen « = , bz = bi also die vorige Oharacteristik ; für u' — eu=Ly 
folgt 63— f^ 54 = (e— 1)5/4-0, bi — £%^L{s — \)y-\-ü, 63 — 64 = , also eben- 
falls I. Für u' + iu = y folgt {bs — bi)(l + i) = 0, h = b,+ hl^ . Ferner 

wird 63 + &4 = — (1 +*)5/ + a), 2\='i\ = —{l-{-i)y-\-(a, also 2(53 + 54) 
= 2 (5i + 62) = . Es gehen a^ a^ , b^b^, «3 «4 , b^ ^4 durch Kegelspitzen. Es hängt 
jedoch von den Werthen co, bi ab, ob diese Kegelspitzen theilweise dieselben sind. 
Wenn o (1 — ») = und &i + &2 = — y [1 -{• i) -\- a , so schneiden % a^ und a^ a^ 
die bib^ und b^b^. Hiebei ist a^ noch willkürlich, bestimmt aber dann b^, a^, bi. 
In der Weise des Theoremes LXXI können sie jedoch nicht zwei desmische 
Tetraeder bilden. Denn man hat : 

1) ai+ a3= ag + g — im — ic 1') bx+ bs= — ia^ — g — y -\- Sw + c 

2) «3+ «4 = — a3 + Bg — Sim — ic 2') Z»i+ 64 = ia^ — g — iy -{- ® + c 
3)ai+a3= g— iw — ic 3') 61+62= —2g -{- co + c + cf 

4) «2+ ag = ag + g- — im — ic' 4') 63+ bs = — ia^ — g — y -\- 3w + c' 

5) az+ 0.4 = — a3 + g — Sm — id 5') 63+ 64 = iag — g — iy -{- m + c' 

6) «3+ «4= ^9— io) 6') 63+ 64= —2g + «», 

* Für die Definition der ' ' desmischen ' ' Configuration verweise ich auf Reye, Acta Math. I. Dort wie 
in der ganzen bezüglichen Literatur wird durchwegs nur von Collineationen und Correlationen 
über der Figur gehandelt. 
5 
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wo g=--y^—^, ^ = -^, (' = -2> ^' — 1~ ' ^^ ^^^^^ °"^ 1) + 1'). 
1) + 5'), 5) + 1'), 5) + 5') simultan unter Beachtung von (1 — *)ö = 0, 
(1 — *) — - — = 0, y(l — i) = und hiemit erscheinen für alle 8 Punkte nur 
4 Werthe. Ebenso geben l) + 2'), l) + 4'), 2) +2'), 2) + 4'), c + c' = 0, 
während c + c'= ^ "^ sein muss. Femer 1) + 3'), 1) + 6'), 5) + 3'), 5) + 6') 

geben c + c' = , also Xi = 0. 

In dem möglichen Falle also sind die Spitzen der zwei invarianten Kegel 
die Doppelpunkte von T und jene auf «i&i, a^b^ die 8 Doppelpunkte von (a^; bif, 
wovon zwei uneigentlich werden können eben für ö(1 — *) = (! — *)(c + c') = 0. 

III. &i in «3, &2 in «x, &g in a^, b^ in a^. Aus u' ■\-u = y folgt 4y = 0, 
6i — &2 = — 2y-\-a, bg — &4 = — 2y + a. Es sind «j und «g ganz willkürlich, 
hieraus folgen die übrigen Punkte. Das desmische Tetraeder kann eintreten, 
wenn 2y = 0. In der That, man hat : 

1) ai + «2 = 2a] + 2y — a 1') &i + 62 = — 2ai + a 

2) «1 + «4 = «1 + «3 + 2y — ö 2') 61 + &4 = — «1 — ag +0 

3) ag + «4 = 2ag + 2y — o 3') b^ -+- S4 = — 2ag + a 
4).a2 + a4= «1 + ag 4') 63 + 64 = — aj — «3+2;/ 
5)a2 + a3= ai + ag + 2j/ — 6) 5')62H-&g = — «j — ag +6) 
6) «1 + «g = % + ag 6') 61 + &3= — ai — «g — 2y, 

1) + 1'), 2) + 3'), 3) + 1'), 3) + 3') geben 2y=0, 2ai= 2ag ; ebenso die übrigen 
zusammengehörigen Gegenkantenpaare. Also : 

Theorem LXXII. — Zwei desmische Tetraeder, in der Weise als Hauptpunkte 
genommen, dass ai bi durch eitien Echpunht des 3. Tetraeders gehen, gestatten (at ; bff 
mit der Gharacteristih III. 

Man konnte dies auch aus I folgern durch Zusammensetzung mit einer der 
Collineationen, welche in der desmischen Configuration walten. 

Aus u' — u^y folgt 4y = 0, ferner nach Annahme von a^, Og folgt bi = ai 
— y+o, bg = ai — y, bs = ag — 7 + ", 64 = «3 — y, a2 = «i-+ö, a4 = ag + 6). 
Hieraus folgt ^b = 2ai + 2ag also 2«! + 2a^ = ~ 2y + a, weshalb die Kanten- 
paare sich niemals schneiden können, die desmischen Tetraeder gestatten also 
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diesen Fall nicht. Aus vi + iu =. y folgt &i + 63 = 63 + &4 = — ^ (1 + **) + , 
«1 + «2 = «3 + <*4 = >' (1 + *) — *ö . die Formeln 

1) ai+rt2= (i + l)y — «" 1') &i+&2= — (l + i)y+o 

2) «1 + «3 = «1+^3 2') &i + &3 = — ia-i — ««3 — 2y 

3) ai+a4= «1 — «3+ (i+l);/ — mj 3')6i+&4 = — ia^-^-iag — {l + i)'y + a 
4:)as+a^= —«3+ (*+!))' — «ö 4')&3+&4= — (l + i)y + 6) 
5) a2+a4 = — «1 — a3+2(i+l)y 5') 62+64= iai-^-ia^ — 2iy 

e) a^+ as= — ai+ as+ (* + l)y — *« 6') 62+63= ^i — ^«3— (*+l)y + 



o, 



beweisen, dass für ö(1 — *), «3 = 0, %(! — i)=. 2y = zwei desmische Tetraeder 
entstehen können. 

Theorem LXXIII. — Zwei desmische Tetraeder, in der Weise ah Hauptpunhte 
genommen, dass a^bi, a^h-^, agh^, «463 durch einen Echpunht des d/ritten gehen, 
gestatten (at ; 6^)^ mit Oharacteristik III. 

Aus u' — eu=:y folgt sofort 63 = 64, hx=.h^, also I. 

IV. 61 in «1 , 62 in a^ , 63 in a^ , 64 in a^ . Für u' -\- u = y wird 6^ = 63 = 64 ; 
für u' — u = y zunächst S und ferner 6^ = 63 = 64 ; für u'-\- iu = y wird 63 + 63 
= 63 + 64 = 64 + 62, also 62 = 63 = 64. Für m' — eu = y wird ai (1 — e^) 
= — e(l — E^)y + s(o, 6i(l— E^) = e(l — ^)y-\-a, und 

1) ai+a2 = (l— e)r+«^3+eö:(l— e^) 1') 61+ 62 = (2e— 1)7 + £^63 

+ (2 — e^)6):(l — e^) 

2) ai+ «3 = {^- s)y+ £^63 2') 6^ + 63 = ey + 63 + « : (1 — ^) 

3) ai+a4 = — 3^7 + 63 3') 61 + 64 = (2e — e^)y + £63 

+ (2e— 1)6):(1 — e^) + (2 — e)ö: (1 — e^) 

4) a3+a4=(f^ — 2s)y — sb3+{s—^)a 4') 63 + 64 = (e — e*)y — £^63 — eo 

5) «2+ <*4 = (1 — 2g) ;/ — £^63 + ea 5') 63 + 64 = 3e/ — 63 + (1 — e) o 

6) a2+a3= — ey — 63 — e^o 6') 62 + 63 = (e — 1) 7 — £63 + 0, 

woraus als die gemeinsame Bedingung, damit sich je «lög, 6263; aia^, b^b^; 
aitti, b^bi] a^a^, 6164; 02^4» ^1^2! cit'^st 6^ 63 schneiden, folgt p — 2eö:(l-^e^) = 0, 
wo p dass in 61 auftretende Periodendrittel, und als die einzige Bedingung, damit 
sich je aitt^, 6164; a^a^, bib^; aia^, 6163; «304, 6363; a2a4, 6364; a2'^3) ^2^4 
schneiden, folgt 263 — 2ey — ep+2e^o:(l — e*) = 0. Die beiden Bedingungen 



36 Kantor : Theorie der periodischen cuhischen 

sind stets verträglich und geben 263 = 26^, woraus 2{ai + 64) = u. zw. a^ +^1 
= — e^p — e^6):(l — e^), a^ + ftg^ — h^ + sy + a; ag + ^3= — e&g + e^y — e^o ; 
a4 + 64 = — £^63 + y- Es gehen alle 4 Q-eraden durch dieselbe Kegelspitze, 
daher : 

Theorem LXX.IY. — Zwei desmische Tetraeder, in der Weise als Haupttetraeder 
genommen, dass a^ hi dv/rch einen Echpunht des 3. Tetraeders gehen, gestatten (a^ ; 6«)^ 
mit der Gharacteristik IV. 

Für Ml mit Spitze erhält man genau dieselbe Rechnung mit Q-leichungen 
und o = p = , sodass die erste Bedingung identisch, die 2. durch bg = ec befrie- 
digt wird, hi 4- «■,•= wird. Wenn also IV eine Mi mit Spitze reproducirt, so 
schneidet stets jede der 6 Kanten der a eine bestimmte der 6 Kanten der b. 

V. biina^, b^ina^, bgina^, 64 in «i. Für u' + u=y folgt 6a = y — 0$, 
b3 = Sy — «1 — a, bi=.5y — «i — o, bi = 7y — % — 0, «a^ — 2y + % + ö» 
03 = — 4y-\-ai + a, ai = — ßy-\-ai + o, mit 8y = 0. Für w = können also 
zwar die Schnitte vona2a4, 63 64; «3 «4, &1&3; «i«a, &1&3; «3«3) ^2^4; «i«4, 63 ^4 
erreicht werden, jedoch niemals desmische Tetraeder. 

Für u' — u = y folgt bi = b.2, für u' -\-iu = y desgleichen. Für u' — eu = y 
folgt zunächst 64 (1 — ^) = {e — l)y -\-a, sodass jedenfalls für 4 Punkte nur 3 
Werthe resultiren. Für M* mit Spitze kommt x^ = 1 , und a; = 1 gibt dieselbe 
Rechnung wie u' -{- u=:y, x = — 1 gibt &i = Sg. In dem möglichen Falle sind 
die 4 Doppelpunkte von V und die 4 Kegelspitzen die 8 Doppelpunkte von 

Es ist nunmehr leicht, die (a^; b^f, welche sich auf die desmische Configura- 
tion verlegen lassen, vollständig aufzuzählen. Dieselben bilden aber keine 
endliche Gruppe. Weitere (a^; biY in der desmischen Configuration bringt §20. 

§10. — Die typischen Transformationen mit («i&i). 

Für die Construction dieser und der folgenden Typen stehen zunächst zwei 
Methoden zur Verfügung. In der einen baut sich die Transformation über einer 
in sich transformirten M^ auf, deren Feld in bekannter Weise in sich verwandelt 
wird, aber durch diese Verwandlung auch die (a^ ; btY vollständig bestimmt, weil 
durch die einem ebenen Schnitte entsprechende Curve und 'durch bf, . . . . ,bl 
die Mi vollständig bestimmt ist. Nach der anderen baut sie sich über einer in 
sich transformirten Mf (p=^ 0, 1) auf, deren (binäres) Gebiet in bekannter Weise 
in sich verwandelt wird. Dass im letzteren Falle die («i ; biY noch 00 fach 
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bestimmt ist, liegt in der Natur der Sache. Vorher finde folgendes brauchbare 
Theorem Platz. 

Theorem LXXV. — Wenn eine Transformation (a^; hiY die Punkte p, q in 
p', <f verwandelt, existirt eine OoUineation mit ai iti bi{i= 1, . . . . , 4), p in q', 
q in y . 

Lässt man nämlich bei festen q', ai, hi nur jp' variiren, so variirt q gemäss einer 
CoUineation, weil jeder Geraden eine Gerade entspricht, was mit den directiven 
Bbenenbüscheln bewiesen wird; kommt p' nach $', so entspricht diesem p, also 
g'' in ^, kommt j)' nach p', so q nach q. 

Theorem LXXVI. — Wenn eine Gharacteristih n. 3-15 existirt, enthalt sie stets 
eine invariante Jff, welche nicht zerfällt. 

Denn durch die 7, 8, 9 Punkte geht mindestens eine Ml, welche wenn 
überhaupt, nur in zwei Ebenen durch % zerfallen könnte ; aber in der quadra- 
tischen Characteristik (a^, ag, 04; 63, 63, b^) gibt es kein invariantes Geradenpaar. 

Theorem LXXVII. — Die durch stereographische Protection der M^ entstehende 
ebene Transformation ist selbst der in (««; b^^ enthaltenen B{a<i, a^, a^; b^ybg, b^) 
äquivalent. 

Nach XIII entsteht (eie0, (e^e'j), (6363), B{ei,e^,ee; ei, e^, e'e) und durch 
Transposition mit (616363)^ Ut in 6^.63 in eicg in Hi, JEg in e^e^ in e[e^ in E^, E^ in e^ 

in {e[ ei e^ e^ e',f in E^E',, E^m . . . . E'.Ei, E, in Ei Ei mit B. Hiebei kann 

i = l, 2, Jc = l, 2 sein, l wird entsprechend 1 oder 2. Es entsteht also entweder 
ein Paar Doppelpunkte oder ein involutorisches Paar. 

Die fertige Construction der Typen n. 3-15 ist also : Man nehme einen der 
10 constructibeln ebenen Typen B (oder I-X, Cr. J., p. 108), in demselben ein 
Tripel Doppelpunkte/] 7^/3 oder ein involutorisches Paar %^2 und einen Doppel- 
punkt/3, übertrage B durch {fffsY oder {fi^i^^ in eine Transformation 5. Ord- 
nung Q^ und construire durch// oder i-^i^ eine M^ und projicire aus einem der 
Punkte 0, deren Berührungsebene durch //g, resp. %% geht, die Q^ auf die Ml 
und bestimme nach XIII durch J^^ die (a^; bif. Wenn /,/ unendlich nahe 
sind, wird M^ ein Kegel. Am Ende dieser Construction muss resultiren, dass 
die Geraden durch den Punkt von Mi, dessen Projection / ist, unter einander 
gemäss B transformirt werden. Hierauf basirend kann auch so construirt wer- 
den : Durch 2 Doppelpunkte// oder ein involutorisches Paar i-^i^ von B ziehe 
man M^ und projicire aus dem Schnittpunkte zweier Erzeugenden durch/, /g 
oder ^l, i^ die B auf lf|, dann bestimmt sie dort eine (a^; b^^ mit O als {a^b-^. 
Hat demnach jB 6, 7, 8 Punkte, so hat (a^; &j)* 7, 8, 9 Punkte. 
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Lemma. In einem Netze von J/| bilden die durch einen Basispunkt gehen- 
den Erzeugendenpaare eine involutorische Verwandtschaft der Ordnung 8 mit 
den Stralen nach den anderen 7 als 3 fachen Stralen* (also XLIII^ im Ternären). 

Theorem LXXVIII. — Der Index des Flächennetzes für n. 3, 5, 6 ist der Index, 
mit welchem die involutorischen Paare der XLIII^ über B und einem ihrer Doppel- 
punkte unter emander vertauscht werden, also für n. 3:3, 6, 6, 6, n. 5 : 9, 9, 9, 
n. 6 : 3. 

Der 8. Basispunkt des 1^-Netzes ist ein Doppelpunkt d des B^ und a^d 
schneidet B in einem Doppelpunkte. Die Brzeugendenpaare durch ai werden 
durch («j; 6^)' unter einander transformirt. Nun habe ich für die B^, B^, B^^ 
die Netze O^ vollständig angegeben,t wonach : 

Theorem LXXIX. — Für n. 3 gibt es zwei wesentlich verschiedene Varietäten, 
mit einer invarianten Mf, u' + su=: y, einer M^u! ■\-u = y und einem Geradenquad- 
rupel oder mit u' -\- u^y, u — 6U = y und Mf mit Spitze ; für n. 5 eine Varietät 
mit 2 invarianten M^ mit Spitze und M* u' — 6U = y ; für n. 6 zwei Varietäten mit 
Geradenquadrupel, ul -{■ iu = y und M^ mit Spitze oder mit u'+ eu = y, u'-\- iu=y 
und Mf mit Spitze. 

Diese Varietäten sind in keiner Weise unter einander transponirbar, eine 
Erscheinung, welche auch bei anderen monoidalen Transformationen begegnet. — 
In jedem der obigen Fälle ist die Kegelspitzencurve auf dem Kegel, welcher von 
(aj bi) die Hessesche Curve des ausgewählten (^g-Netzes projicirt. 

* Ebenso bilden im Br die von einem Basispunkte eines oo'-' Systemes von ilf'_i ausgehenden 
Erzeugendenkegel derselben ein lineares System, welches einen Brs in einem linearen oo'-^ Systeme 
von Mr-2 schneidet. Dasselbe enthält W-^ dass Systeme angehörige (d. h. von M^^^ erfüllte) Jf;'_,. 
Eine weitere Verallgemeinerung ist möglich, indem man Üfr'^.i-Systeme mit gemeinsamen Bi und die 
durch sie gehenden Bi + i betrachtet oder zu M;'_ i-Systemen übergeht. Ich benütze dieses Verfahren 
seit längerer Zeit zur Entdeckung von linearen <x>' - '-Systemen von Mi im Br . 

t Preisschrift II, §§13, 19, 36. Ich habe hier die Stelle "Ad notam " aus meinem citirten Buche zu 
verschärfen. Dort habe ich einige Worte über Autonne's Noten Über einige höchst unbedeutende 
Gruppen aus lauter quadratischen und cubischen ebenen Transformationen gesprochen, obzwar es ganz 
überflüssig war. Ich habe aber dort nicht vollständig deutlich hervortreten lassen, dass die Noten 
Autonne's zu der Typentabelle aus meiner Preisschrift— also zur Theorie der einzelnen periodischen 
Transformationen— giar heinen Bezug haben. Kein einziger von den 48 Typen meiner Preissohrift oder 
der Abh. in Cr. J. oder Acta Math, ist auch nur angedeutet— auch nicht im entferntesten— in sämmtlichen 
Noten Autonnes ; ja nicht einmal irgend ein einem jener Typen äquivalente, nicht reducirte Transfor- 
mation. Und aber jene einfachsten, ganz elementaren und, wie gesagt, nicht typischen quadratischen 
und cubischen Tr. welche überhaupt bei ihm vorkommen, haben in meiner Preisschrift u. zwar schon 
in jener Fassung, welche 31. März 1883 der Akademie zu Neapel vorlag, doch wol eine ganz andere 
Behandlung erfahren. 
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Wenn B 7 Punkte hat, können die fif^ oder iii^ mit B co^ oder eine O^ 
bestimmen, wonach (a^ ; h^^ im B^ 8 associirte Punkte oder nicht haben wird. 
Im ersten Falle gilt für den Index des Jllf|-Netzes LXXVIII, im anderen für das 
i^-Büschel, dass der Index gleich dem Index unter den Punktepaaren auf 
Ca {B,f^f^ oder «1%). Für B[^ gehen Gj^ und C^-\- O^ durch %%, (7^ und O^ 
v! — EU = y durch d^dg, Oi + O^ und (7, durch di mit Contact* durch d\, d^ nur 
O^, es gibt 4 Varietäten. Für ^^^ gibt es eine Varietät mit M^-Netz und drei 
invarianten Kegelflächen.f Für B^g gehen Cj + 0^ und C^ (w' + e?* = j^) durch 
»1^21 ^« "iid (7| durch dl mit Contact, C7| und Cj + (7^ durch (^ mit Contact, { Cf 
allein durch did^, daher gibt es zwei Varietäten. In jedem Falle ist der Index 
im Netze die Hälfte des Indexes der Transformation (wegen des Lemma). Daher : 

Theorem LXXX. — Für n. 7 sind entweder Mi u' -{-iu = y, M*- u' — eu~y, 
Ml mit Geraden {in involutorischer Vertauschung) invariant oder eine einzige 
Ml v! — m =iy,für n. 8 d/rei Mi mit Spitze oder nur eine solche ; für n. 9 entweder 
Ml vi •{■ su = y, Ml mit Gerade, Mi mit Spitze oder Mi mit Spitze allein. 

Bei den Varietäten mit Büschel bleibt jedesmal ein Kegel und bei n. 8, 9 
noch ein Kegel, bei n. 7 ein Hyperboloid invariant. 

Wenn B 8 Punkte hat, so gestatten ^jg, jBgo; -^aii -^so je/1/2, welche mit B 
in einer Gl sind, und B^^ iii^ mit B in G^, Bi^, B^q %4 mit B in G^ u' + eu = y, 
-S151 -^20) -Ö24 gestatten Z/ ohne solche Lage und getrennt, während jBgo sowie 
die übrigen drei zwei unendlich nahe /j/ gestatten, welche nicht in (7g durch B 
sind. Jeder der ersteren Lagen entspricht eine (a^ ; hif mit Jf^-Büschel, jeder 
der letzteren eine (a^ ; hif mit einziger M^ und diese ist, wenn / unendlich nahe / 
ein Kegel. Daher : 

Theorem LXXXI. — Für n. 10 bleibt entweder Mf u' + iu^y oder Mf mit 
Spitze oder nur eine Mi invariant; für n. 11 entweder M* mit Spitze oder nur eine 
Mi; fwr n. 12, 13 entweder Mi u' -j- su = y oder M* mit Spitze oder nur eine M^; 
diese M^ hann jedesmal auch ein Kegel sein. 

üeber den Index unter den J// des Büschels entscheidet LXV, für Mf mit 
Spitze müssen die beiden Kegel invariant sein. In keinem diese Fälle sind die 
Varietäten unter einander transponirbar. Bei n. 3, 12 gibt es 4, bei n. 5, 7, 8, 
10, 11 gibt es 3, bei n. 6, 9, 13 gibt es 2 Doppelgeraden («i&i), wenn kein Dop- 
pelpunkt in die (73-Basis tritt und die Indices in den Doppelgeraden bestimmen 
sich durch die M^. 

* Ib. II, §30. \ Ib. II, §31. t Ib. II, §37. 



40 Kantob : Theorie der periodischen cubischen 

Die vorhergehenden Theoreme können auch durch die Parameter (§8) abge- 
leitet werden, womit die 2. Constructionsmethode durchgeführt wird. Ich 
begnüge mich mit den folgenden zwei allgemeinen Theoremen. 

Sei u' -\-xu= c die Projectivität in einer Mf mit Spitze ; ich nehme aber als 

Schnittpunkttheorem nicht Vm = sondern Vm = % an, was eine lineare Aende- 
rung des Parameiers ist. Dann werden die Formeln gelten : 6^ + xa« = — c 

+ ai(l+a;):2, woraus bi= — —^ f"ir ' ^i ~ ~ TX" ^^^ ^^^ Formeln 

ai + xiT, = G gemäss B. Nun sind, wenn ilf/ und die Projection aus «i derart 
bezogen werden, dass zwei mit «i alineirte Punkte gleichen Parameter haben, für 
Gi die Projectivität u'-{- xu= c und das Schnittpunkttheorem ist, weil 3 alineirte 
Punkte dieselben Parameter wie 3 mit a^ complane Punkte der Mf haben, 



3 



"Sju = . Also werden* die Formeln gelten &< -\- xai = — ^ 2c, a^ + a;&s; = c, also 
wegen des &i-Werthes, dieselben wie im Räume. Berechnet man nun in der 
Ebene die Parameter &a, bg, 64, so resultirt aus &a + &3 + &4= — 3c eine Gleich- 
ung in X, /(a;) = — 3. Im B3 werden nun die Parameter b^, 63, 64 dieselben 
und es resultirt aus §8,. wenn dasselbst statt des Schnittpunkttheoreras das 

gegenwärtige Vm = k gesetzt wird, Vs = k — 2g + Je{l +x):2 und da ä = %, 

^b = h—3c, also /(») = — 3 . 

Theorem LXXXII. — Auf einer Gwve Mi mit Spitze, ßji/r welche ^u =. a^ das 

Schnittpimlcttheorem, hat man also nur die für eine ebene Gi in Preisschrift II, §34 
berechneten Parameter von b^, bg, bif mit (aibi) =: — 2c : {1 -\- x) zu verbinden, um 
die Gharacteristih van (a^ ; b^^ construirt zu haben. 

Sei für j3 = 1 , u' -{- xu = y die Correspondenz ; das Schnittpunkttheorem 

sei Vm = % , was durch eine Aenderung der unteren Integralgränze erreichbar 

ist. Dann werden gelten 6;-}-»«« = — y-^a^ {l-\-x): 2+o, woraus bi= — y : (l+x) 
+ bi-. 2 + o : {1 + x) + G : (1 + x) oder b^ = — 2y : {1 + x) + {G + 2a) :{1 + x) 
und «j -f xb^= G gemäss B. Man kann auch hier Mt und die Projections — G^ 
derart beziehen, dass zwei mit a^ alineirte Punkte gleichen Parameter haben, 
sodass für Gg F auch u' + xu = y, das Schnittpunktetheorem aus obigen Gründen 

* Preisschrift II, §5. t Preissclirif t II, §34. 



Transformationen im Baume B^. 41 

3 

V« = wird. Also werden* die Formeln gelten bi + xai = — 2j/, aj + ^^k = /> 
1 

also wegen des («i &i) Werthes von den räumlichen Formeln auch nicht in Hin- 
sicht auf des ö verschieden. Mit dem Schnittpunkttheorem V«« = h wird aber 

4 i 

^h=-h — 2)/+^(l+a3):2+6) unddaÄ;=ai wirdV6 = ai — 3y, oder ^6 = — 3y. 

1 a 

Daher : 

Theorem LXXXIII. — Auf einer elliptischen Gurve, für welche yji=ai das 

SchnittpunTdetheorem, hat man also nur die für eine ebene G^ in Preisschrift II, §12, 
19-23, 26-28 berechneten Parameter von b^, b^, b^'^ mit {a^bi) = — 2j/:(l + x) 
-\- 2o'.{l -\- x) zu verbinden, um, die Gharacteristik von («« ; b^^ construirt zu haben. 

§11. — Die typischen Transformationen mit («i&i), {a%b^ oder (a^b^), («a&i)- 

LXXXIY. — Jede Transformation (% b^ , {a^ b^ , b^ in . . . . b\=^ a^, b^ in 
. . . . &4 = «gjf ist constructibel mit einer als invariant vorausgesetzten Mi. 

Denn, indem man die erste Methode des vorigen § anwendet, kann man 
immer zwei Doppelpunkte /j/j in der Ebene finden, welche mit (a^b^) (resp. nach 
früherer Bezeichnung mit (aa')) nicht alineirt sind. Construirt man über ihnen 
die Mi, so erhält man die Transformation. 

Gorollar. Wenn Ä = 1 , gibt es noch eine 2. Varietät. Man kann dann ein 
mit {aa') nicht alineirtes Paar i^i^ in der Ebene finden, über diesem die Erzeu- 
genden der Mi errichten und wie früher construiren. 

Theorem LXXXY. — Jedie Transformation aus LXXXIY ist auch mit einer als 
invariant vorausgesetzten M* mit Spitze construirbar und für die Parameter gilt 
LXXXL 

Ich habe Preisschrift IV §7 bewiesen, dass überhaupt jede Jonqui^ressche 
Transformation (ab) mit invarianter 0| construirbar ist und hienach ist für die 
Ordnung 2 das cit. Theorem anwendbar. 

Theorem LXXXVI. — Die Transformationen (ai&i), (agj^), (agb^, bg in 
, , , . b3=^a^ sind nur mit einer invarianten Mi construirbar, welche ein Kegel ist, 
wenn ä > 1 . 

Denn in der ebenen Transformation {aa'), ibd), V in . . . . 5'<*) = c kann 
man für A > 1 kein involutorisches Paar und kein Paar/i/g finden ohne Alinea- 

* Preisschrift II, §4. f Damit n. 1 des §7 constructibel sei, muss mj =: m j sein, oder mj =; . 
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tion mit (««') , weil ah schon ein Doppelstral ist. Dagegen wird es auf dem 2. 
Doppelstrale einen Doppelpunkt geben, der mit seinem seitlichen unendlich 
nahen Doppelpunkte als/j/^ genommen werden kann. 

Für Ä = 1 gibt es eine Varietät mit Hyperboloid, wo die Erzeugenden durch 
(«1 &i) involutorisch vertauscht werden. Für die Vai'ietät mit J/j gilt LXXXV 
auch hier. 

Theorem LXXXVII. — Die allgemeinste Form der Transformatvmm, («i&i)(a2&a) 
hxmi Gonstruirt werden mittelst einer invarianten M^ («""'«g"^). 

Denn cci = n — \, x^^-n — 1 , Xg = 1 , 0:4 = 1 ist anallagmatisch und in dem 
linearen Systeme aller solcher M^, welche a^~^ «a""^ und alle Punkte der Cha- 
racteristik enthalten, wird es stets eine invariante M^ geben, welche nicht 
zeriällt. Dann wird wie für M^ construirt. Eine Q-erade der Ebene wird von 
% aus in eine i/f a^~^ projicirt, diese in eine Mi+^ aib^bsb^ verwandelt und 
diese in eine Mi{eie^e^, wo e^, e^, e^ Projectionen von h^, hg, h^ sind, herabpro- 
jicirt. Die (^ hat genau den Rest von («j ; h^^ zur Characteristik. Also : Man 
construire in der Ebene {ad) , (&c') , 6' in ... . &'^*' = c und nehme in einer Gera- 
den über {aa!) zwei Punkte a^a^ als (n — 1) fache Punkte einer M^ und sorge 
dafür, dass die Geraden derselben, welche von {a^h^ ausgehen, die Ebene in 
einem oder mehreren Cyclen der Q^ schneiden. Dann liefert die Protection 
der Q^ von a^ aus auf die M^ eine Verwandlung, welche die (a^ ; h^^ des Eaumes 
vollständig bestimmt. 

Theorem LXXXVIII. — Die Transformation {a^ h^, (<%^i). h^in . . . . h\-=. a^, 
h^in . . . .h\:=ag, sowie (% h^, {a^bj), («364), b^ in . . . . bg = a^ existirt stets mit 
einer als invariant vorausgesetzten Mi, welche im 2. Falle eine Kegelfläche sein muss. 

Die 1. Methode des §10 liefert in der Ebene {eie'z){ezei){e3ei){eie^) . . . .y und 
diese durch {e,e,esYEs in F^, Fj_ in Fi Ei, F^ in F'^Fl, F, in FiF'.FiFiF',, F, in 
F'sFi F, in F^Fi also (F.Fi F,Fi, F.E',, F,F'„ EIE^J mit ^^ in . . . . F„ F', in 
. ... Fg. Wenn also A > 1 , so muss E'^z=Fi, F[ = -E^j sein- ^^^ Construction 
ist vollendet mit jener einer ebenen cubischen Transformation {ab), (% b^ , {a^ b^) , 
63 in . . . . 6f = ag, &4 in . . . . b'^' = a^, ihrer Transposition und der Errichtung 
einer ilf|. Für die 2. Transformation erhält man (^5 E^) , also falls nicht F^ , F^ 
unendlich nahe sind, nothwendig auch {E^ E^) . E^ E^ in unendlicher Nähe 
bedeutet aber die Kegelfläche. 

Für /i = 1 ist eine 2. Varietät mit F[ = F^, E'^z=. E^ zulässig, wodurch man 
Aequivalenz mit {E^Ei, E'^Ei E^E'^f Fl in E'^ in E^, E^ in £; in J^^ erhält. 
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Diese Transformation ist leicht construirbar* und die zweimalige Eücktranspo- 
sition führt zu jener, über welcher die M^ zu errichten ist. 

Theorem LXXXIX. — Die allgemeinste Form von {a^h^, («2^1) Tcann mittelst 
einer als invariant vorausgesetzten M^ {ai~^ a^~^) construirt werden. 

Denn wie in LXXXVII kann man stets eine solche M^ für hinreichend 
grosses n finden. Eine Gerade der Ebene wird dann von a^ aus in eine M^ (aj "'■') 
projicirt, diese in eine Mi^^{a^hih3h^ verwandelt und diese von ai aus in eine 
Mi'^^{ei) herabprojicirt, welche ausser durch 4, <s{ (Projectionen von h^, b^) auch 
durch weitere 2n — 2 Punkte einfach geht. Diese sind die Schnittpunkte der 
Ebene mit den durch «i gehenden einfachen Geraden der M^. Denn Mi schnei- 
det die 2n — 2 Geraden durch a^, welche sich in die 2« — 2 Geraden durch ai 
verwandeln und daher für die Schnittpunkte dieser mit Mi"^^ feste Projectionen 
liefern. Es entsteht eine Jonquiöres'sche Transformation mit (ab) und 2n — 2 
Coincidenzen einfacher Fundamentalpunkte (mit unbestimmter Directrixsubsti- 
tution) und zwei Verkettungen 64 in .... eg, eg in .... «4, wo {'ege'i){eies) überdies 
gepaart sind. Wegen der Projectivität unter den Ebenen durch a^a^ folgt, 
dass die Directrixsubstitution für die Coincidenzen aus Cyclen der Ordnung 
Ä + 1 und etwa 1 oder 2 (Cj Cj) bestehen muss. Hieraus folgt, dass 2n — 2 
mod. (Ä + 1) = 0, 1, 2 sein muss. Nimmt man nun umgekehrt eine solche 
Transformation in E-^, errichtet über (ab) eine Gerade für die beiden Punkte a^a^ 
und construirt ^^"(ai""^«^"^) mit den Geraden aus % über die 2n — 2 coinci- 
direnden Fundamentalpunkte, so liefern die Projectionen egC^, e'^e^ die weiteren 
Elemente für die Raumtransformation. 

Nur für « = 2 und die Voraussetzung von zwei Doppelebenen als Tangen- 
tialebenen der M^ durch a^a^ kann h -\- 1 jeden Werth haben. 

Theorem LXXXX. — {a^b^, {a^b{) ist in M^ mit Spitze nicht construirbar, in 
Ml mit u' — u^y , nur wenn Aj = A^ = 1 , in u' -\- u^y nur für h= 1, in 
u' -{■ iu = y fü/r Äj = , 1 , Äg = 1 , m u' — eu = y unconstruirbar, in u' + ew = y 
für Ai = Äg = 1 , 5. 

In Ml folgt aus &x + ^b^ = — c, b^ + xbi = — c, 61 ^ &2 |für u' — su=y, 
aus &i — e&2 = — y + ö. &2 — e&i = — y + ", bi=b^\für v! — u — y bei hi-=-h^=-l, 
2y = 0, &i — &a = — 7 + 0, «3 willkürlich, 63 — 03= — y + 0, 64 — «3= — y, 

tti — «3=0 , 261 -f 2a3= — j^+ö I für u'-{-iu=:y bei hi=- ^3= 1 wird 61 — bzz= -i— — ^ , 

* Preissohrift II, §83. 
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5a (1 + *■) = — y + ö + (ÄJi— Ä;2):2, 63 +64 = — y (!+») + ", &3 = — *«3 — 7+", 
«4 = j/ (1 + *') — ag — *ü, &4 = ^a3 — *y , «3 willkürlich | bei hi = h^^ 2 wird 
4»y = 0, 2&1 = 262 = 263 = 2^4 = 2a3= 2ai = — y {1 — i) + (1 — »), so- 
dass zwei von den 6 Punkten zweimal zusanamenfallen müssten * | bei Äi = , 
Äa =: 1 der gleiche Grund | für u' + su = 'y bei hi = A2 = 1 aus &3 + sa^ = 64 + £«4 
= — y-\-(d, % + £63 = a34- e&4 = y, &3 = 64 1 ebenso A^ ^ , A^ = 1 1 bei hi^h^^ 2, 
6i = &2 = (l-£)y:(e^-l) + ö(l-e):(l — 6^), 53 + &4=2eV + ö, «3 + «4 
= 2y + e^wlbei Äi= 0, Äa= 2, &3(1 — e«) = y (l — e) , 64 ( 1 — f«) = 3;/e« | bei 
hi^=hi = S erscheinen drei Werthe für 6 Punkte, ebenso hi= 0, Äg = 3, ebenso 
Äj = ^2 = 4 und hi = 0, 7i2^4|bei ^1 = ^2= 5, bs — h^ = — Sy + e^ + ö, 
49/ — 2eY = . 

Die (A + !)• Wiederholung von («i&i), («2^2)» ^4 in .... «3, ög in . . . . a4 
besitzt eine Fläche von Doppelpunkten der Ordnung 2{h + 2)af + ^a|*+^, welche 
also die Hemicykelfläche von (a« ; hff ist. Ebenso besitzt («i Jj) {a^ \) («3 54) 64 
in .... aj eine Hemicykelfläche der Ordnung h + S oder ä + 4, je nachdem h 
ungerade oder gerade, («i b^), («2 ^1) besitzt eine Hemicykelfläche nur, wenn 7i +1 
ungerade, diese ist dann 2(A + 2). Ordnung. 

Theorem LXXXXI. — Drei allgememe Paare einer involutorisch&n GolUneation 
(centralen oder geschaarten) können stets als «x^zi *4^4) ^3^3 e*ner Transformation 
(eil ^a) > {''h ^1) » ^4 *^ '^s > ^3 *^ ^4 genommen werden. 

Es ist nur LXXV auf die Punktepaare b^ a^ , 63 «4 anzuwenden. Ebenso : 

Theorem. LXXXXII. — Ei/n allgemeiner Oyclus und zwei Doppelpunkte einer 
GolUneation Indexes 4 hönnen stets als ia^b^{a^b^ und a^a.^ einer b^ in a^, h^ in a^, 
(<*i^i)> {P"i^^ genommen werden. lieber derselben Figur existirt auch (aib^), (a^bg), 
{a^b^), &i in b[ in a^. 

Man wendet LXXV auf b^ in «3, 64 in 04 oder 61 in b'i, b[ in ag an. 

Theorem LXXXXIII. — Ein involutorisches Paar, ein cyhlisches Tripel und ein 
Doppelpunkt können stets als a-^a^, a^b^a^ und b'g von [aih^, ifl^^i), (<*3^4)i ^3 if^ H 
in abgenommen werden. Heber dieser Figur existirt auch 64 in b[ in a^, (aj&g), 

(«2^3). («3^)- 

Man wendet LXXV auf bg in 63 , bg in «4 oder 64 in 64, bi in «4 an. 

§12. — Die Methode der invarianten M^. Zwei Typen sind vnconstruirbar. 

Indem ich die Characteristik (««Jj+i), welche hier im ^3 typisch ist, auf 
den letzten § verschiebe, wende ich mich zu n. 17-22 des §7. 

* Ich gebe der Kürze wegen nur die Resultate der Parameterrechnung. 
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Theorem LXXXXIV. — Die Typen n. 17-22 besitzen, wenn sie existiren, noth- 
wendig eine invariante M^. 

Denn ein oo*, oo^^ oo^ System von M^ ist in sich transformirt und der 
Periodicität wegen gibt es wenigstens 5, 4, 3 getrennte invariante J/|. Aber es 
lässt sich aus den 5, 6, 7 Punkten höchstens ein invariantes Bbenenpaar zusam- 
mensetzen (u. zw. für den Index 6 oder 18). 

Theorem LXXXXV. — Die stereographische Projection der J/| liefert Trans- 
formationen äquivalent bezüglich mit Collineation und Pg, §25* und (Pio), Bis ^^^ 
(Pie), §llt u'nd (Pa), B^ und (Pj,) , (£30) und (P30). 

n. 17.— (ei^O, (ea4), (egei), (e^ei), {e^e's),e's in e^ gibt "durch (eie^CsY E^Ei, 
E,E[, E,Ei E,Ei E.Eif, E, in E„ E'^ in E, und durch [E^E'^E^f, falls i=i, 
h=2,, {EiE„ E^Ei E^E^f, Ei in E^ in E^, E, in E^, E^ in E^ und durch 
{E^E^E.f E^ in E^, E^ in E^ in E^ in E^ in E^ in £"1 in E^, falls aber 
^1 = ^2 (^ = 2, Ä! = 1), ist der Typus Pg vorhanden. 

n. 18.— Für * = i , ^ = 2 resultirt ebenso E^ E^, E^ Ei E^E^ mit E^ in E.^ 
in E^, Ei'-^^ in E^ in E^ reductibel durch (E^E^^^^E^f auf EiE^, E^^'^ E^, E^E'^^^ 
mit ^^ in E^ in ^^ in E^ in ^5 d. i. 1. c. §25. m = 4. Für i = 2, ^ = 1 (Pjo). 

n. 19.— Für i=l , k — 2 resultirt ebenso E^E^, E^E^ E^E'i'^\ E^ in E^ in Ei, 
^^^i> in ^f) in ^6 in E„ durch {E^E'O-^ E'^^^f in ^5^^»', -E^i^g, ^f'^^, J^g in E^, 
E's in ^2 in E^ in ^f> in ^1 durch {E^Ei ^^W) in ^1 E„ E,Ei, E^E„ E^ in E, in 
^4 in ^^(^' in E, , J'^<" in Ep, also ^jg . Für « = 2, Ä = 1 (Fig) . 

n. 20.— Für ^•= 1, Ä;= 2 E^Ei, E^E^ E^E„ E'^ in E^ in ^4, J5^g in E^, Ei in 
^5,J was unconstruirbar. Für i=2, h:=l (Pg) . 

n. 21.— Für i=i,h=2 E^E^, E^E'^, E^ E'^^\ E^ in E^ in E^, E', in ^5, E^^^ 
in -£"6 in ^1, äquivalent B^. Für ^■= 2, Ä!= 1 (Pu). 

n. 22.— Für i = 1 , Ä; = 2 (ej e^ 63)^ und (JE'4 -E'a'^i)^ (E^ Ey E^f {E^ E'3 E^f geben 
(530) . Für i = 2, Ä! = 1 direct (P30) . 

Wird von einem anderen als einem Doppelpunkte aus projicirt, so erhält 
man Transformationen derselben Classen, weil der üebergang vom einen Pro- 
jectionscentrum zum anderen in der Projection die Zusammensetzung mit einer 
Q^ bedeutet. Damit dann aber die Transposition auf die genannten Typen im 

* Preisschrift II. tib. 

Jlch bemerke, dass die quadratischen ebenen Characteristiken a' in 6, Z/ in a, c' in .- . . . e'(") = e 
durch {a'Wy in aa, b'b, &a', b' in a', e' in .... c in & übergeht, woraus für to>0 die Unconstruir- 
barkeit ersichtlich ist. 
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wirklichen Falle möglich sei, werden allenfalls die Punkte e besondere Lagen 
haben müssen. 

Theorem LXXXXVL — Die Transformationen n. 17-22 haben, wenn sie 
existiren, denselben Index wie ihre Oharacterisiik. 

Denn es können nicht 3 Punkte alineirt sein, weil durch die Wiederholung 
für 17. homaloidale Raumcurven 5. 0. mitplp<iP3 alineirt und q^ ausserhalb der 
geraden Linie, für n. 18 und 20. homaloidale MJ mit plpl24 alineirt und q^ 
ausserhalb, für n. 19 und 21, 22 homaloidale Mj^ mit ptptpi, alineirt und q^ 
ausserhalb resultiren würden, was die Characteristik ändern würde. Es können 
aus demselben Grunde nicht 4 Punkte in einer Ebene sein. Also hat die Col- 
lineation T\ T'\ T^\ T\ T", T^ resp. 5, 6, 7, 6, .7, 7 unabhängige Doppelpunkte 
und ist die Identität. 

Theorem, LXXXXVIL — Die Typen n. 20 und 22 sind nicht construirbar . 

1. Beweis. Denn die nach LXXXXV existirende il^^ f^hrt nach LXXXXVI 
noth wendig auf eine unconstruirbare ebene Transformation, sei es dass man von 
einem Doppelpunkte oder einem gewöhnlichen Punkte projicirt. 

2. Beweis. Die Anwendung von LXXV auf. n. 20 verlangt, dass die 
Raumcollineation vom Index 4 einen Cyclus und ein involutorisches Paar in 
allgemeiner Lage haben müsste, was nie der Fall ist. Für n. 22 ist der analoge 
Beweis etwas umständlicher. 

3. Beweis, n. 20 Parameter in Mj^ mit Spitze : 6^-1- a;&3= &2+ xb^ = &3 + xa^ 
= 64 + «4 = — c, 0:64 + «3 = x^i + «4 = c liefern ^4(1 — x?)=. ( — 3 + ar — 23?) c, 
bs{l—a?) = {—b-\-x)c, 62(1 — a!^)=(— l+5a;)c, \{\—a?)-{—\+x—Ay?)c, 
^{l — 3(?)=z _6a;^ + 8a;— 10 = — 2 (1 — a;^), 8a;(l — cc) = 0, a; = 0, 1. 

In v! — M = y: &3 — «3 = — y + ö, 64 — «4 = — y -\- a, — bi-\-as=.y, 
— bi-\-ai=.y, woraus \ = b^. Im^+u^y. dieselben Schlüsse. In u' -\-iu = y , 
dieselben Schlüsse. W ± e^* = y ist mit dem Index unverträglich. 

n. 22. — In Mt mit Spitze, u'±:u — y, Schlüsse wie bei n. 20 auf 61 = 53. 
Int^ -{• eu = y aus denselben Formeln bi = bg. 
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§13. — Der Typus mit dem Index 6. 

1. Theorem LXXXXVIII. — Ein allgemeiner Gyclus einer Raumcollineationvom 
Index 6 hann stets als aia^ash-^da^ einer Transfwmation {a^h^, (a^bg), {agb^), h^ 
in «4 benützt werden, welche d zum Doppelpunhte hat* 

Man wendet LXXV auf b^ in «4 , dm d an. 

Theorem LXXXXIX. — Irgend eine Folge von 7 successiven Punkten in einer 
auch nicht periodischen BaumcoUineation kann als paia^a^ayb^p' einer Transfor- 
mation («1 ^2) ) (^ ^3) ) (<^3 ^4) ) ^1 *^ ^4 benützt werden, icelche p in p' überführt. 

Man wendet LXXV auf b^ in a^, p in p' an. 

2. T^ ist {bitti, a^bi, a^bg, b^a^fai in 64, hat also auf der Geraden ayb^ stets 
2 Doppelpunkte, ^j^ die Hessesche Covariante von a^b^o, wo a in der Ebene 
b^b^a^ und wird durch {Sia^a^bif in die Collineation Ä^ in B^ in Ai in Äi, 
A^ in ^1 in A^ in Jigi ^2 iii ^2 übertragen. In der Ebene A^B^Ai sind ausser 
Aj noch 2 Doppelpunkte A3, A4 enthalten, von welchen einer, A3 etwa, mit A3 
verbunden eine Gerade von 00 ^ Doppelpunkten bestimmen muss, und welcher 
in T^ eine Mi durch b^a^a^Whg, wo h^ unendlich nahe an hi, entspricht. 
Folglich : 

T besitzt <x>^ involutorische Paare in einer Ml {T^, welche b^a^^a^ enthält und 
«1 «3 in zwei Punkten hi ^2 trifft, b^ a^ und bi h% als involutorische Paare, a^ und eimen 
Punkt d als Doppelpunkte enthält. Diese binäre Vertheilung folgt aus den Eigen- 
schaften der Covariante Q der cubischen Form, welche A2A3 auf den Ebenen 
^i{A^Ai, A^Bi, -B1J.2) ausschneidet, c? ist auch Doppelpunkt von T. Die Mf 
durch 5ia2<3^4> welche a^as zweimal schneiden, werden alle unter einander trans- 
formirt. Die Mf durch b^ a^ «4 und die Gerade «i «3 werden unter einander und 
ebenso die Ml durch J3 und die Gerade a-^a^ unter einander transformirt. Diese 
letzteren sind mit dem Index h transformirt und die beiden Kegeln mit ^1, ^2 als 
Spitzen sind invariant. Die Doppelgerade A2 A4 gibt in P eine Ml (Xg), welche 
ebenfalls bya^a^ li\ enthält, invariant ist mit dem Index 3 und ^1^2 als Doppel- 
punkte, b-^a^a^ als periodisches Tripel hat. Die Ml durch a-^a^ und X3 schneiden 
P in 1 Punkte, werden also mit dem Index 2 transformirt, sodass die Kegeln 



*Nur der Priorität wegen mache ich auf die sich bietenden endlichen Gruppen cubischer Trans- 
formationen über 5 und höherer Transformationen über 6 Punkten aufmerksam, welche den Gruppen 
Mi , M^ in II. Theil ?5 meines Buches (Berlin, Mayer & Müller 1895) analog sind. — Diese Gruppen 
werden in meiner Abhandlung Acta Math. 1897 behandelt werden. 
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mit den Spitzen ^i, h^ ein involutorisches Paar bilden und invariant bleiben: eine 
Fläche JSa durch d und eine 2. Fläche S^. 

3. T^ ist {a^a^, aiag,bibi, iibjY a^ in «a und hat in Folge dessen (§19) co^ 
Doppelpunkte in einer M^ durch die Geraden a^ b^, a^ b^, aj^b^, a^bi, welche auch 
«2 enthält. Daher : 

Theorem O. — T besitzt (»^ periodische Tripel im, ei/ner Mi, welche a^b^, a^bi, 
«1 &i, a^ \ ganz sowie <Me Xg w^d d enthält v/nd also E^ ist. Die 4 durch d gehenden 
invarianten M^ sind die 3 Kegeln mit den Spitzen in d, hi, h^ und ßg. Die Pro- 
jectivitäten in den von B^ mit den hi, h^-Kegeln geformten Büscheln sind vom Index 6 . 

Je zwei Kegelflächen mit den Spitzen in einem involutorischen Paare auf P 
bestimmen ein invariantes Büschel, dessen Basis nach §8. I n. nur M^ mit 
v! — u — y sein kann. Nun liefert die Parameterrechnung hiefür b^ — b^ 
= — y + ö, &3— Sg—— y + o, bs—b^ = — y+", &4— «4 = — y + "> ai—bi = y, 
woraus b^ = bz — y + ". ^3 = ^2+/ + ") h = h-^ ^y, V& = 4&a+ 2y = — 2j/ + 6) 
(nach §8) , 4&a = — 4y + 0, ferner J^ — «4 = — 4y, daher — 4}/ = — y, Zy = 0. 
Der Index ist also 3 und alle diese 00 ^ M^ sind in B^ und unter ihnen ist die 
Schnittcurve des c?-Kegels und die Schnittcurve des Ebenenpaares a^b^ai+a^iiai 
mit B^ enthalten. Dieses Ebeuenpaar ist thatsächlich als invariante M^ anzu- 
sehen, indem die Ebenen vertauscht werden. Die Indices dieser Büschel sind 
sämmtlich 2. In jedem ist eine 2. invariante Mi enthalten, Jg und diese bilden 
ein Büschel mit dem Index 1, enthaltend S^, das Bbenenpaar und den c?-Kegel. 
Jede dieser M^ schneidet sowohl den 81- als den ^g-Kegel in einer invarianten 
Ml u' -\- su = y. 

Parameter in u' + 6U = y. &j+e&2 = 6a + e63 = 63+ sbi = bi-\-eai = — y + a, 
«4+ £bi=y liefern &i + &4 = 2fy, ^b^ — bi = — ^y + os, 54 = 6^ — 6), ^b = — 2y 

-\-a>s^=. — 25/ + 6) (nach §8), = und bg = — ey -{■ os = — sy, sodass b^ der 
Doppelpunkt von u' + £U = y wird, wie es sein muss. Ausserdem &i = (e — 2) y, 
b, = {^-l)y,b, = {l-^)y. 

Der d-Kegel schneidet die ^1-, ^-Kegel in Mi mit Spitzen, wo die Parameter- 
rechnung liefert : bi + xb^ = h+ xbg = 53+ xb^ = — c, «4 + a;5i = c ; bg — a^a^ 
= — G + ex, 62 + »^«4 = — c -\- ex — cx^, bi — x^ai = — c -\- ex — c»^ + c»^, 
«4 (1 + a;^) = c (1 + a; — a;* + a;3 — «4) , &i (1 + a;5) = c (— 1 + a; — a^ +0? + a;*), 
\{l J^^)z=G\—l+x—a? — x^ — x'),bs{\+a?) = (— 1 -f a; + a^ + a;^— a*) , 

64 (1 + a;^) = c (— 1 — x — a;2 + a^ — a;^), 2^ (1 + A = g{— A + 2x~ 27? 
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+ 2x^ — 2x^) = — 2c (nach §8), also {x^— l){x^— x + l); x = — e liefert 63 = &4, 
X = + s gibt aber Index 6 und insbesondere 63 + 64 = 0, was ausdrückt, dass 
die Spitze des einfach zählenden Kegels auf 63 b^ enthalten ist, also entweder 8^ 
oder ^a sein muss. 

Für Ml mit Doppelpunkt (Schnittcurve von R^ mit d-Kegel) wird : 
hi= ± a^-.x, bg=: ±: b^:x, b^=i ± bg-.x, bi= ± b^:x, ai^-b^x, woraus durch 
bib^bgbi=:=fk: a5^ a^— ^h und x^ = 1, also wirklich der Index 3 folgt. Zusam- 
menfassend : 

Theorem Gl. — Der Typus Index 6 besitzt 1. eine Tripelfläche R^, 2. einen Kegel 
mit d, 3. einen mit Si, 4. einen mit S2, 5. ein Ebenenpaar als invariante M^, sodass 
die Büschel aus 2. und 5., 1. und 2., 1. und 5., 1. und 3., 1. und 4., 2. oc?er 5. mit 3. 
oc?(sr 4., 3 und 4 res/). (^*e Indices 1, 2, 2, 6, 6, 3, 3, 3, 3, 3 besitzen. 

§14. — Der Typus mit dem Index 10. 

1. Theorem. CIL — Einen allgemeinen Gyclus einer RaumcolUneation vom Index 
5 nebst einem. Doppelpunkte kann man immer als aib^a^a^a^ und b[ einer Trans- 
formation («1 b.^) , («2 63) , («3 64) , 61 in &i in «4 nehmen. 

Man wendet LXXV auf b^ in b[ und Jj" in a^ an. 

2. 7^ ist («a^i» «4^3> ^4^2) ^1^1)^ ^1 'Ji %> ^2 ii^ ^4' "^^ wird durch (6(a4a2 5i)^ 
transponirt auf J4 in ^^ in B^ in ^g in -B4 in A^, B[ in 5i'. Da T^ eben (4, ... 4)' 
ist, folgt: 

Theorem CHI. — Setzt man über einem Gyclus und einem Doppelpunkte einer 
RaumcolUneation Index 5 eine typische involutorische Transformation 7. Ordnung 
fest und combinirt beide, so wird das Resultat durch angemessene Transposition in 
den cubischen Typus Index 10 verwandelt.* 

Die Ebenen a^a^b'^, a.ibia^ werden vertauscht, das Ebenenpaar ist also eine 
invariante M^, die Schnittgerade wird, wie T^ lehrt, mit dem Index 10 trans- 
formirt und hat einen Doppelpunkt in t =■ {aiO^; a-^b^a^) und einen Doppel- 
punkt dl. Die Geraden um b[ in aiagb[ werden in die Kegelschnitte um a^bia^ 
transformirt und bldi-^ a^biu^rdi ist eine invariante zerfallende Mi und mit 
aittg eine invariante Mi. 

*Wird zur Transposition von T^ die involutorische Transformation {b{b[, asa^ , a^a^jb^bi)^ 
62 in bj, in b^ benützt, so wird a^ in a^ in &j in 64 in b^ in «4, &i in bi das Eesultat, dies ist die 3. 
"Wiederholung der gemäss CI ohnehin unter den 6 Punkten bestehenden Collineation. 

7 
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Die mit T^ äquivalente Collineation hat eine invariante Ml durch B[ und 
einen invarianten Kegel, dessen Spitze der 2. Doppelpunkt D^ in dieser M^ ist ; 
diese übertragen sich in die Gerade a^ «g und einen- für T invarianten Kegel, 
dessen Spitze in a auf «lag sei, D^ aber nach d^. Die Mf durch a^bia^hi mit «jag 
als Bisekante werden unter einander und jene, welche a^ag in o berührt, wird in 
sich transformirt und enthält noch einen 2. Doppelpunkt c^^. di bestimmt ein 
Netz von Mi mit Berührung in di, daher auch d^ ein Netz mit Berührung in d^^. 
Die invarianten M^ des 1. sind das Ebenenpaar, der a-Kegel und eine Fläche A^, 
des 2. der d^- Kegel, der a-Kegel und A.^. Die beiden Kegel haben als Schnitt eine 
Ml mit Spitze, der c?-Kegel und A^ eine M^ mit Geraden 6{c?2; das erstere wird 
auch durch die hier folgenden Parameter b^ -\- \= Q bewiesen. 

Parameter auf My mit Spitze. 6i+ xb^ = ^2+ x\ = ^3+ ^^i = ^4+ Mi^ = — c, 
c?4 + xb[ = c, b[-\- xbi ■=. c liefern «4(1 — a;*) = c (1 — x— x^ ■\- x^ — x^ + x^) , 
bi{l — x') = c {1 + X — x^ + x^ — x^ — x^), bi{l — x") = c {— 1 + X — a? + x^ 
+ x*—x^), ai{l—x^)=c{~l-\-x—x'—x^ + x^-tx^),az{l—x^)—c{—l + x-\-a^ 
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a* + K^) , «3 (1 — x^) = c{~ 1 — X -\- af + a? — 33* + a;'*) , woraus {x — 1) 
(a;^ — 1) = 0, also Index 10 in Ifj und die Parameter folgen. 

Parameter auf Mf mit Doppelpunkt. Sj ; S^ = &a : 63 = &3 : 64 = b^ : «4= ±zl:x, 
«4 = xb[ , b[ = aj&i liefern a;^ = 1 , was wegen b^ in b[ in «4 unmöglich ist. 

Die stereographische Protection von A^ aus d^ liefert eine Transformation 4. 
Ordnung Q^, welche die Projectionen von aia^ und Ml vertauscht, jene aus (^^ 
ebenfalls Q^, welche die Projectionen des Ebenenpaares vertauscht, und auch 
die Projectionen von b'^d^ und Mf unter einander vertauscht. Analog die Pro- 
jectionen des cr-Kegels. 

§15. — Der Typus mit dem Index 18. 

1. Die Anwendung von LXXV lehrt, das aj&i «40303 einen Cyclus einer 
Raumcollineation bildet, in welcher &{' in b[ ein Paar ist, welches also nur noch 
passend gewählt werden muss. Andererseits besteht die Collineation (auch 
wegen LXXV) a^asa^aibib'i' mit b[ in b[. Lässt man also bi' variiren, so hat man 
jedesmal 1 Punkt b[ und 4 Punkte b[ im Entsprechen und die Doppelpunkte 
dieser Verwandtschaft (1, 4) sind die Punkte b[, welche den 'Typus liefern. Ich 
werde diese Verwandtschaft im B^ genauer studiren. 

2. T^ ist {bib'i', b^a^, b^a^, b^a^fb^ in b[', b^ in «4, b^ in b^ also nach Theorem 
XLIII äquivalent n. 5 des §7. Daher : 
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Theorem GIV. — Der Typus Index 18 hann construirt werden, indem man über 
der Figur von (a^ hy), (a^hg), \in a^, h^ im, h^ in a^ den involutorischen Typus 15. 
Ordnung construirt und mit Jener Transformation zusammensetzt und Jiemach eine 
angemessene Transposition, anwendet. 

Man beachte, dass in Theorem LXXIX bewiesen worden, dass es von 
(«1 hl) jBg nur eine Varietät gibt. Da ferner ^15 die M^ alle in sich transformirt, 
so ist die Verwandlung der Mi im Typus dieselbe wie in («i&i) Bg-, also, mit dg 
den zur Characteristik associirten Punkt bezeichnend : 

Theorem GV. — Der Typus mit dem Index 18 besitzt zwei invariante Ml mit 
Spitze und eine M^ mit u' -{• 6U = y, deren Doppelpunkt ^ — ys in di ist. 

Die Ml, welche % b^ b[ b'{ a^ enthält und a^ a^ als Bisekante hat, berührt «i «3 
in T, sodass t die Spitze eines invarianten Kegels ist und enthält noch d^. Die 
2. invariante M^ des Büschels {Ml + «j «3) ist A^ und sie schneidet den c^^-Kegel 
in einer M^tß -f eM = y, während ^^-Kegel und T-Kegel sich in Mt mit Spitze 
schneiden. 

Parameter auf M{ mit Spitze. b^-\- xa^ = 61+ x\ = \-\- xb^ =.hg-\- xb^^=. — c , 
b[ + xhi = b'l + xb[ = «4 + xb'l = G liefern a^ (1 + a;') = c (1 — £c + a;'» + a;^ — x^ 
+ a;^ — ««), bi{l-\-x') = c{—\-\-x — ^ + x^-^x^ — x^ -^x'), 5^ (1 + a;') 
= c(— 1 + x — x^ — x^ + x^ — x^ — x'^), 53(1 + a;') = c(— l + ai + a;^— a;^ + fl3* 

+ a;5 — a;"), 5^ (1 + a;') = c (— 1 - a; + a;^ — a;« — a;* + a;^ — a;"), J]^ (^ + »=') 
= c (— 4 + 2a; — 2a;^ + 2a;* + 2a;^ — 2a;®) = — 2c (1 + «') (nach §8), also a;' — x^ 
+ a;* — a;^ + a; — 1 = (a; — l)(a;® + a;^ + 1) und Jg + 64 = 0, was bedeutet, dass 
die einfach zählende Kegelspitze auf b^ b^ ist. 

Parameter auf vi -\- eu = y. Die analogen Congruenzen liefei'n a^ (1 + e) 
= — y + ö — 4ey, woraus 6 (e — g')y=03 und bi={4+ e)y — sa,b2 = { — 4e^ 
+ s) y — 66), 63 = 5ey — sa, 64 = (e — 4) y — as, b[ = {2 — Ss) y + e^o, 
bi' = {2s^ — S6)y — a. 

§16. — Der Typus mit dem Index 14. 

1. Die Anwendung von LXXV liefert auch hier zwei Collineationen : % in 
64 in b{ in bg in b^ in by in «3, und «4 in b^ in «4, &( in ag in 63 in 63 in ^i'« I^i^ 
erste ist, der 4 Punkte nicht complan sind, vom Index 4, die 2. aperiodisch. Aus 
ihnen wird folgen ag in 6g in b^ in 61 in «3 in b^, b[ in 61 , welche sich namentlich 
zur Construction eignet. 
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2. y^ ist (<4^l. «1^1. «4^1. M«2. ö^i«3. &4 ^4)^ &i in «4 . Die Characteristik 
ist äquimultipel nach meiner Definition, in Cr. J., Bd. OXIV und besitzt 4 uneig- 
entliche Doppelpunkte, ist daher zufolge einem für den R^ analogen Theorem zu 
dem Theoreme 1. c. äquivalent zum collinearen Cyclus. Also : 

Theorem GVI. — Der Typus Index 18 hann construirt werden, indem man über 
einem allgemeinen Gyclus einer Raumcollineation Index 7 einen involutoriscJien 
Typus der 15. Ordnung construirt, diesen mit der Gollineation zusammensetzt und 
nachher eine angemessene Transposition anwendet. 

Von den 4 eigentlichen Doppelpunkten ist c?i der 8. Basispunkt des invari- 
anten Jf|-N"etzes, d^ d^ d^ sind Spitzen invarianter M^, und die d^, dg-, (^4-Kegel 
gehen resp. auch durch d-^, d^, d^ und berühren daselbst den d^-, d^-, d^-Kegeh 
Andere invariante Mi als diese Kegel existiren nicht. Die Projectivitäten in 
den M^ sind vom Index 14. 

Parameter auf M^ mit Spitze : ag (1 + a;') = c (1 -f a; + x^ — x^ — x* -f x^ — 03^) , 
a^{l + x') = c {1 — X — x^ + x^—x^—x^ — x^), bi{l +x'')—c{—l + x — x^ 
~ a^— a;^— x^+ x^), \ (1 + a;') = c (— 1 -f x + x^+ x^+ »* — x^— x^) , 63 (1 + a;') 
= c( — 1— a; — a;^ — a;^-f a;*+ x^ — x^), &4(l-f a;') = c(— 1— a; + x?-{- x^ — a;*+ a;^ 
+ x^), h[{l + x^) — g{1 — X — si? + x^ — X* — x^ — x^) . 

§17. — Äbleitumg der 6-punhtigen Typen aus der Kummer'' sehen Fläche. 

Herr Reye und nach ihm W. Stahl haben für die Untersuchung der Stralen- 
congruenzen 2. 0. und Cl. eine (1, 2) deutige Verwandtschaft untersucht, welche 
den Ebenen des Raumes R\ die M^ durch 6 feste Punkte p^ . . . . p^m. B^, den 
Punkten einer hiebei entstehenden Kummer'schen Fläche K^ in R'^ die Punkte 
der Kernfläche <l>4 von R^, den 16 Doppelpunkten von K^ die 15 Geraden ^^pj. 
und die Mf {pi . . . . p^) und den 16 Doppelebenen die 6 Punkte pi und die 10 
Ebenenpaare {ptPkPi, PmPnPo) entsprechen macht. 

Diese (1, 2) deutige Transformation bietet sich nun hier ganz von selbst dar. 
Wenn über 6 Punkten eine Characteristik construirt ist, sei es dass sie alle 6 
Punkte absorbirt, sei es nur 4 oder 5 Punkte und die anderen 2 oder 1 zu invo- 
lutorischen oder Doppelpunkten hat, so transformirt sie die 00 ' i[/| durch 
Pi. . . .pg unter einander, also auch die Punktepaare, in denen sie sich schneiden, 
und wird also durch die Reye'sche Abbildung in eine Collineation des R3 über- 
tragen, welche, da in Rg die ^^ reproducirt war, K^ in sich transformiren wird. 



Transformationen im Baume Rg. 53 

Da durch die eindeutige Correspondenz in $4 die Raumtransformation be- 
stimmt ist : 

Theorem, GVII. — Die ReciproJcdliransformatianen sowie die von ihnen gebil- 
deten endlichen Gruppen über 6 PunJden können durch 2-deutige Abbildung aus den 
Gollineationen und Gollineationsgruppen gewonnen werden, welche eine Kummer^ sehe 
Fläche im sich transformiren. 

Den Punkten p^ p^ entsprechen 6 Ebenen P^, . . . . Pe durch einen 

Doppelpunkt und das von ihnen an ihrem Kegel gebildete Sextupel ist projectiv 
dem von ^1, . . . .p^ auf Ml {pi, . . . . p^) gebildeten Sextupel. Da nun in der 
hier folgenden Note bewiesen wird, dass die Gruppen an K^^ nur von diesem 
Sextupel abhängen, so folgt, was auch schon aus dem Theorem LXXV einzeln 
gefolgert wurde : 

Theorem GVIII. — Die Existenz einer Gruppe aus [a^] b^y über 6 Punkten 
hängt nur von dem auf der Mi durch sie gebildeten Wurfe ab* 

Es können nun 6 convergente Ebenen von K^ als Pj genommen werden und 
um die einer CoUineation von ^^ entsprechende Transformation in P3 zu bestim- 
men, ist die Verwandlung der Pj durch die CoUineation zu verfolgen. Hier 
gelten nun die den Theoremen aus Acta Math. XIX, p. 156 analogen Theo- 
reme : 

Theorem GIX. — Wenn die Golli/neation eine Ebene P ungeämdert lässt, ist eine 
der birationalen Transformationen in B3 äquivalent einer mit 5 Punkten, 

Jede Gollineatian gibt in Rg 2 Transformationen, von welchen die eine die 
Zusammensetzung der anderen mit dem invohitorischen Typus 7. Ordnung Q^ ist. 

Theorem GX. — Alle Transformationen, welche aus einer Gollineation an K^ 
duirch Variation des Sextupels Pi , . . . . Pg erhalten werden, sind äquivalent. Unter 
ihnen kann man stets auch den Typus erhalten. 

Nun sind die in der cit. Note erhaltenen Gollineationen diese : 

1. (a a])(B bi)(c Ci)(bbi)(a2 ^z){\ h){h h\^% h) ■ 2. («j a,)iag 6)(cb)(a l&3)(l&i h,){cg bj) 
(ci)(c0) (bi) (bz) . 3. (a )>, )> a,) (a^ a^ )>, hg) (c bi b q) (c^ Cg bg bs) . 4. (a^) (a^) (ag c) (b b) (« C3) 
(^iW3b3)(ci)(c2)(biba). 5. (aaiC2C3)(fl,fl3CCi)(l&b2bib3)(l&il&3bb2). 6. (ai)(a,ashchai) 
{\is<ib,hi)(bsC,CiCs'Dz). 7. (l&2)(«b3Ci)(a2Cb)(flia36)(l&ibib2)(b3C2C3). 8. (fli)(a2)(ci Cg) 
(ab3C3b3)(a3 6cb)(62bi6ib2). 9. (afc^bagagbibgaiXl&CiCsb^fcgCgCbi). 10. (cg)(al&ib3) 
(aia2fl3bcb)(l&3CiC3bil&2b2). 

*Ich bezeichne als projectiven Wurf von m Punkten im binären Gebiete den invarianten Character 
der m Punkte gegen binäre lineare Transformation. 
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Theorem CXI. — Den GoUineationen 2. 4. 6. 7. 8. 10. entsprechen Gollimeatianen 
und Transformationen, welche durch Zusammensetzung dieser mit Q^ entstehen. 

Denn es bleibt bei diesen ein Punkt fest, dessen Ebenen als P genommen 
werden können, sodass Pj, . . . . P^ unter einander transformirt werden, weshalb 
eine Transformation in B^ keine Fundamentalpunkte besitzen kann. 

Theorem GXII. — Die in G XI genannten Transformatkyn&n sind resp. äquiva- 
lent («l&2)(«2&l)(«3?>4)(«4&3) mit did^, ((*l^l)((*2^2)(*3^4)(^4^3) "J*^ dl<^2> ^""^ TypUS 

mit dem Index 10, dem Typus des Index 6, («1&2), icb^h^, {as\)t (%^i) »"^^ involu- 
torischem Paare, einer Gollineation. 

Diese Resultate werden durch wirkliche üebertragung oder auch durch 
Aufstellung der sämmtlichen (ctf ; h^^ gewonnen, welche sich gemäss LXXV über 
den 6 Punkten unter Hinsicht auf OVIII aufstellen lassen. 

Theorem GXIII. — Die Gollineation 1. liefert {a^h^^ mit involutorischem Paare 
v/nd einen Typus der Ordnimg 5. 

Denn {aih>)^ i^i^ ist die einzige Transformation der Ordnung 3, welche gar 
keine Bedingung der 6 Punkte erfordert und dem entspricht nur die Gollinea- 
tion 1. Die Zusammensetzung mit Q^ gibt eine Transformation der Art des §4, 
welche sich später als typisch erwiesen wird. 

Theorem GXIV. — Die Gollineation 3. liefert {(iih^){ci%ii), ig in a^, h^in a^ und 
eine Q^ , welche selbst typisch ist. 

Denn nur diese Transformation des Index 4 bedarf nach LXXV und 
LXXXXI die gegenwärtige Figur und die Zusammensetzung mit Q^ kann 
direct darauf unrückgeführt werden. 

Theorem OXV. — Die Gollineation 5. liefert («i&i)(«2&2), l>s *'** <^4> ^4 *^ <^s "^"^d 
evne Q^, welche selbst typisch ist. 

Aus demselben Grunde wie OXIV. 

Theorem GXVI. — Die Gollineation 9. liefert einen. Typus der 5, Ordnung vom 
Index 8. 

Von diesem Typus wird in einer späteren Arbeit die Rede sein. — Es wäre 
auch möglich, die Resultate der §§13-16 aus den Eigenschaften der vor Th. CXI 
hier aufgeschriebenen Collineationen abzuleiten. So interessant es ist, muss ich 
es dem Leser überlassen. 

§18. — Eine neue 1, 2-deuiige Transformation, im B^. 
Alle M^ p=:l durch 7 Punkte pi p^ gehen durch einen 8. Punkt «g. 
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An diese co^ Curven knüpft sich eine grosse Reihe von Transformationen, indem 
man nach meinem Verfahren für die Ebene* auf jeder Mi oder unter je zwei Mi 
gleichen Moduls eine eindeutig zu bestimmende eindeutige Correspondenz ein- 
richtet. Die einfachste derselben ist eine involutorische Transformation, welche 
die in §7. angegebene Characteristik verwirklicht. 

Theorem GXYII. — Wird auf jeder M{ die Correspondenz ^*' + m = y mit a^ als 
Doppelpunkt bestimmt, so entsteht (8 , . . . . Sy^ mit pi, .... p., als 8 fachen Funda- 
mentalpunkten und M^{plpi^i , . . •i'f+e) ^^* Fundamentalflächen. 

Da die MI {p\ . . . . pf) jede M^ in Paaren diesex v! -\- u=:y schneiden, 
so folgt : 

Theorem CXVIII. — Die (8.8)^^ transformirt die ca^ Mi (pl . . . . p^) unter 
einander u. zw. jede in sich. 

Wenn n die Ordnung des Ortes der Doppelpunktstripel der u' -^ u = 'y und 
X die Vielfachheit in pi ist, so folgt, weil der Ort invariant durch (8, . . . . 8)^^ ist 
15. ?^ — 7.4.x = n, also n^= Ix und die Schnittpunktezahl mit einer M^ liefert 
4to — 7a; = 3, also x= Z, m = 6. Auf M^ mit Doppelpunkt d fallen 2 Dop- 
pelpunkte von u' + u = 'y nach d. Daher : 

Thewem GXIX. — Der Ort der Doppelpunkte von (8, ....,8)^^ ist eine 
M^ {p\ . . . . pf), welche die 28 Geraden ptpj, (i, k = 1 . . . . 1) einfach und die 
Kegelspitzencurve des Netzes Mi (pi . . . . ps) als einfache Gurve enthält, D^ . 

Sind nun qiqi, q^qi, qsqi drei willkürliche Punkte paare der Involution 

(8 , 8^^, so mögen die Ml{pl .... j>f) durch sie den Ebenen eines Raumes 

Bl linear derart entsprechend gemacht werden, dass 5 derselben 5 Ebenen 
zugewiesen werden. Dann entspricht jedem Punktepaare pp' von Eg ein Punkt 
von Äg und umgekehrt. Ich behaupte nun : 

Theorem, GXX. — In der Transformation, welche 4. 0. in R^ und 16. 0. in R'^ 
ist und den Ebenen von R^ die Mi(pl . . . . p^qiqiq^q^q^qs) entsprechen lässt, 
entspricht der Dg eine Fläche Z^^ der 12. 0., welche einen 9 fachen Punkt A, 
an den drei andere in drei verschiedenen Richtungen unendlich nahe gerückt sind, 
und in diesen Richtungen drei 6 fache Gerade durch A besitzt. 

Die i)6 wird von einer Ml^ des Systemes in 12 freien Punkten getroffen. 
Die Mt resp. durch q^qi, q^qi, qsqi entsprechen Punkten A', A", A'". da die 
System-il^* sie nicht in freien Punkten treffen. Die übrigen M^ treffen Dg in 
drei Punkten und da sie Geraden durch den dem pg entsprechenden Punkt A 

* Acta Math., Bd. XIX. §18. B. 
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liefern, ist Ä 9-fach. Die Ebenen der 3 6-fachen Geraden ÄA', ÄÄ", AA!" 
entsprechen -den Punkte paaren qiqi, q^qi, qzqi- 

Den ebenen Schnitten von Dj entsprechen Curven 24. 0., längs welchen Zi<^ 
von Flächen 16. 0. berührt wird, welche den Ebenen selbst entsprechen, den 
Pi. . . . p^ Flächen 4. 0. 

§19. — Ableitung der T-punMigen Typen aus einer Fläche 12. Ordnung. 

Wird über pj^....p^ eine Characteristik einer (a^; 6^)^ oder eines aus 
solchen zusammengesetzten Fundamentalsystemes construirt, so wird dieselbe die 
Mi {pi .... pf), aber auch die Mi (p^ .... p^) je unter einander transformiren. 
Nun bilden sich die M^ als Quadrikegel durch AA', AA", AA'" ab, da sie von den 
Mi^ in (16.2 — 7.4): 2 Punktepaaren getroffen werden und co^ Mf enthalten. 
Eine M^ des oo^ Systemes wird durch die Characteristik in eine M^, welche nicht 
qiq[ enthält, verwandelt, und dieser entspricht im Ä^ eine Ml der Ordnung 
(4.16 — 7.2.4.):2=4, welche da die Mi die drei Fundamental Mi in je einem 
Punktepaare der Involution trifft, die Geraden A^A'i, A-^A!l, A^A'l' doppelt und 
folglich A dreifach enthält. Die Punkte g-^j- waren durch die Characteristik in 
Punkte [§i][g'i] übertragen, welchen durch die 2, 1 deutige Transformation 3 
Punkte Q'i Q^ Qi entsprechen, und diese sind den oo^ Ml gemeinsam. 

Nun haben die supponirten (a^; bif oder ihre Zusammensetzungen die 
Eigenschaft, D^ in sich zu transformiren, also wird die Transformation in B'g die 
Zi2 in sich transformiren. 

Theorem OXXI. — Durch die Transposition des §18 werden die ReciproTcal- 
transformationen über Pi • • • • p^ in birationale Transformationen des ßg übertragen, 
welche i. A. 4. Ordnung sind und in beiden Systemen A zum. dreifachen Fundamen- 
talpwiTcte, AA!, AA", AA'" zu doppelten Fuindamentalgeraden v/nd ausserdem in 
jedem Systems drei einfache Fundamentalpwikte Q{, Ql, Q'^ resp. Q^, Q^, Q^ haben. 

Man sieht auch leicht, dass die Schnittcurven 4. 0. die Doppelgeraden zu 
Bisecanten haben, einfach durch die Q gehen und also die Mi in je einem Punkte 
schneiden. 

Theorem OXXII. — Wenn qi q{ so genommen werden, dass von den Paaren 
fo] [?<] ^^^* ''^il einem der qi q'f zusammenfällt, so erschei/nt in Bg eine birationale 
Transformation 3. 0., welche eine der Doppelgeraden als doppelte, die beiden anderen 
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als einfache Fwndamentalgeraden besitzt wfid zwei Punkte R als einfache Funda- 
mentalpv/nTäe. 

Denn ist [g'J [g'Q mit qi q[ identisch, so sondert sich ein obiger Umformung 
von if^ die Ebene AA!' A'" ab und es bleiben nur Q'^Q'^. Die Characteristik 
wird die Verkettung der §' mit den Q mit Hilfe der Cyclen der Punkte qiq- 
bestimmen. 

Theorem öXXIII. — Wenn zwei der Paare [q^ [g'(] mit zweien der qi ql zusam- 
menfallen, so erscheint in Rg eine birationale Transformation 2. 0., welche zwei der 
Doppelgeraden als einfache Ftmdamentalgerade wid einen einfachen Fundamental- 
punkt Q besitzt. 

Es wird von der Art der Coincidenz von [g'J [$'<] und qi q^ abhängen, wie 
sich die Fundamentalgeradenpaare der beiden Systeme auf die drei Geraden 
A A', A A", A A'" vertheilen. 

Theorem GXXIV. — Wenn die 3 Paxxre qi qi durch dde Transformation über 
Pi . . . , p.j nur unter einander vertauscht werden, liefert die Transposition des §18 
eine Gollineation, welche Z^^ in sich transformirt. 

In diesem Falle werden eben die Mi des oo^-Systemes unter einander ver- 
tauscht. Es ist nun aber gewiss in jedem Falle, wo eine einzige Transformation 
und nicht eine Gruppe über p^. .. . p^ vorliegt, möglich, drei Punktepaare qt qi 
auf diese Art zu wählen, müsste man sie auch alle 3 unendlich nahe annehmen. 
Daher : 

Theorem OXXV. — Die Auffindung der Typen mit 7 {und sogar mit G, 5) 
Punhten ist identisch mit dem Probleme der Oollineationen einer Fläche Z^ der in 
CXX bestimmten Art [oder ihrer Degenerationen) in sich. 

In der That ist durch die Oorrespondenz in D^ auch die Transformation 

über pi- . . . p^ vollkommen bestimmt, insofern man (8 8)' als bekannt 

betrachtet. Denn da die Mi die adjungirten Flächen von D^ sind, so muss nach 
Zeuthen (Math. Ann. IV) und Nöther (Math. Ann. VIII) die Correspondenz die 
Schnitte von iJg mit diesen M^ unter einander verwandeln. Jeder solche Schnitt 
bestimmt die M^ vollkommen, also bestimmt die Correspondenz die Verwand- 
lung der Ml und auch der M^ ; dann aber auf jedem Paare von Mt vermöge der 
Schnitte mit D^ die eindeutigen Correspondenzen u. zw. 2, 4, 6, je nachdem alle 
M^ willkürlich, harmonisch oder äquianharmonisch sind. 

Anmerkung. Für die Typen n° 17, 18, 19 gibt es noch eine andere, ganz 
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directe Construction. Ebenso wie ich in der Preisschrift II §25* Ketze von Q^ 
eingeführt habe, können lineare oo^-Systeme von (a^ ; h^^ verwendet werden, von 
denen die Fundamentalsysteme fest und der einem festen Punkte p entsprech- 
ende Punkt p' variabel im R^ ist. Dann besteht zwischen y und dem n. Trans- 
formirten jp<"^ eine {N, 1) deutige Verwandtschaft und wenn («i i2)(<*2 ^3)(«3 ^4) 
supponirt ist und 61 als p genommen wird, kann man die Punkte p' verlangen, 
welche y*^ nach «4 bringen, ein Problem, das sich im R^ auf quadratische Gleich- 
ungen reduciren lässt, falls w < 3 . 

§20. — Der Typus ».16 vfnd die vbrig&n Tra/nsformatkmen mit 4 Ooincidenzen. 

I. («jöi), «= 1, . . , . 4 ist immer involutorisch ; die 8 Doppelpunkte bilden 
mit «s eine desmische Configuration. Die Involution im JS^g der M^ a\ hat einen 
Doppel-jBg und einen Doppel-i?9, im Ri^ der i^* durch die Kanten aia,c einer 
Doppel- Äj und Äj, im R^ der M^ durch «^ zwei Doppel-iJg. 

II. («1 &i)(a2 J2)(a3 &4)(a4 ög) ist periodisch,. wenn das Bbenenbüschel um a^a^ 
es ist und der Index ist das Doppelte von dessen Index. Ist der Index 2, 
so entstehen zwei Cg von Doppelpunkten durch a^a^ berührend an a^a^a^, a^aia2. 
Die Stralen über ax<^> %<*4 sind mit dem Index der Transformation verwandelt. 

III. («i&a)(%&i)(«3&4)(a4&3) ist periodisch, wenn die Ebenenbüschel um «ja^, 
«3 «4 es sind und der Index ist das doppelte kleinste Multiplum ihrer Indices. Ist 
der Index 2 (oder gibt es einen freien Doppelpunkt), so gibt es eine Mi erfüllt 
von Doppelpunkten, welche durch die Geraden aiU^, Uia^, a^a^, a^a^ geht und 
ausserdem einen Doppel-Ä4 im Räume R^ der M^ durch a^ . Jeder Stral über 
«1 «2 , «3 «4 ist dann in sich transformirt.f 

lY. («i&i)(«2i3)(as^4)(<*4^2) ist stets periodisch vom Index 6. Auf einem 
Strale durch «j gibt es 2 Doppelpunkte did^, welche mit % • • • • *4 ^^^^ •^^s- 
mische Configuration bestimmen, deren übrige zwei Tripel cyclische Tripel der 
Transformation sind. Die invarianten M^ sind : 4 Kegeln, deren Spitzen di oder 
c4 sind und deren Berührungsebenen an diOi auf «3 «3 «4 die Geraden dii, di^ 
schneiden; IM^, welche die Geraden a, %, Uii^ enthalten und, die eine durch c^. 



•Cf. Cr. J., Bd. CXIV, p. 50. 

t Es entsteht so der einfachste Fall einer allgemeinen Classe von Transformationen, welche eine 
lineare Stralencongruenz mit periodischen Projectivitäten in sich verwandeln. 



Transformationen im Baume Eg. 59 

die andere durch d^, gehen, {d, i^, i^ sind Doppelpunkt und inv. Paar in {a^h^), 
(aj&J, («462) der Ebene).* 

V. («i&2)(a2&3)(«3&4)(<x4&i) {Typus n° 16) ist periodisch vom Index 4, sobald 
es einen einzigen freien Doppelpunkt d gibt, und hat 00 ^ Doppelpunkte in dem 
Strale aus d über a^a^, a^a^ und zwei M^ durch die Geraden a^a^, a^a^, «304, «4«! 
sind invariant. Es gibt dann eine invariante desmische Configuration, von 
deren Tetraedern eines % a^ % «4 ist, eines in 2 Doppelpunkte und ein involutor- 
isches Paar getheilt wird und eines ein cyclisches Quadrupel bildet. 

Der Index hängt i. A. von der Transformation der Stralen über «las, «2 «4 
unter einander ab und ist das Doppelte des Indexes derselben. Durch sie ist V 
vollkommen bestimmt. 

Theorem CXXVI. — Jede Transformation mit 4 Coinoidenzen ist durch 
ai . . , . a^ vnd eine invariante M^ vollhommen bestimmt. Hiebei ist M^ nur bei I 
durchavß willkürlich. 

Mit if| ist die Verwandlung der Schnitt- C?^ in a^aia^ in die Berührungs- 
ebene in bi gegeben und da die Erzeugenden durch «j in jene durch S^ verwandelt 
werden müssen, so ist für die quadratische Transformation zwischen &< und 
a^aia^ mindestens ein Punktepaar gegeben, in II, III, IV, V zwei, aber so, dass 
die 4 Bedingungen abhängig und erfüllbar sind. 
Calais, 1895. 

* Auch in II und III gibt es invariante Tetraederpaare, welche mit a^ a^ a^ a^ eine desmische Con- 
figuration bilden. 



